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Dans tout le chapitre, les espaces vectoriels considérés seront des R-ev.

I Produit scalaire et norme

I.1 Produit scalaire

1.1.1 Définition
Soit E un R-espace vectoriel.

Un produit scalaire sur F est une application { E;; yl? : ]i?h%) qui a les propriétés
suivantes :
1. Bilinéaire : YA, u € RVu,v,w € E (Au + pv|w) = Mujw) + p(v|w) et (u| v + pw) =
Aulv) + p(ufw).
2. Symétrique : Yu,v € E (ulv) = (v|u).
3. Positive : (u|u) = 0.
4. Définie : (ulu) =0=u=0
Un produit scalaire est donc une forme bilinéaire, symétrique, définie, positive.
Notation. Un produit scalaire est aussi parfois noté (u,v), ou u - v.

Explication Cette définition du produit scalaire nous permet de nous passer de la notion
d’angle et de distance (ou norme).

1.1.2 Définition
Soit E un R-espace vectoriel munit d’un produit scalaire. On dit alors que F est un espace
préhilbertien réel, et si F est de dimension finie on dit que E est un espace euclidien.

1.1.3 Remarque

1. La bilinéarité implique que (Og|u) = (u|0g) = 0 pour tout u € E.

2. Pour vérifier qu'une application est bilinéaire, on vérifie une seule linéarité. Ensuite
on prouve la symétrie, qui prouve a son tour automatiquement la deuxiéme linéarité.

1.1.4 Exemple
Il faut connaitre ces exemples, ainsi que savoir les prouver.

R*xR* — R
T Y1
1. Produit scalaire canonique sur R" : . n .
d ( D = Zawm
i=1
Tn Yn

— Chaque produit x;y; égal y;z; donc Dapplication est bien symétrique. Soit
X,X',)Y €R", A\, u€R.

— Alors AX+uX'|Y) = 3701 (A + pag)ys = 325y (Aways + pajys) = MX|Y)+
u(X'IY).

— De plus, MX|Y) + p(X']Y) = AX +pX'|Y) = Y|AX +pX') = AMY|X) +
w(Y|X"), ce qui prouve la deuxiéme linéarité, comme prévu.

— Avec les méme notations, (X|X) = Y ;_, 27. Cette somme est composée de
termes positifs donc est positive. De plus, elle est nulle ssi tous ses termes sont
nuls. Ainsi (.].) est positive est définie.

On remarque que (X|Y) = ‘XY si on prend une notation en colonnes. La linéarité
en devient triviale.

2. Cette fois E = M,(R). On pose ¢ : (A, B) + tr(*AB). Montrons que ¢ est un
produit scalaire. Soient A, B € M, (K). ¢(B, A) = tr('‘BA) = tr (*AB)) = ¢(A, B)
car la trace est invariante par transposition.

La linéarité & droite est immédiate par composition de deux applications linéaires.

Calculons @(A, A). On note A = (a; ;)i jep,n]- Alors tr(*AA) = 37 3 akiap, est
i=1k=1

la somme des carrés de tous les coefficients de A. Ainsi p(A4, A) > 0 et on a méme

»(A, A) = 0 ssi tous les termes de la somme sont nuls (somme de réels positifs) ie

A=0.
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C(la,b,R)> — R
(f.9) = [ fg

La symétrie provient de la commutativité du produit dans RI#?!. La linéarité a
gauche est une conséquence immédiate de la linéarité de 'intégrale.

Soit f € C([a,b],R). Alors (f|f) = [ f2(t)dt > 0 par positivité de Uintégrale.

De plus si (f|f) = 0 alors f: f? =0 et donc f? est une fonction continue, positive
et d’intégrale nulle : elle est nulle sur le segment [a, b]. Ainsi f2 =0 et donc f = 0.

3. Montrons que { est bien un produit scalaire.

1
. On se place dans E = R[X] et pour P,Q € R[X] on pose p(P,Q) = [ P(t)Q(t)dt.
0

Montrons que ¢ est un produit scalaire. Symétrie, bilinéarité, positivité : voir I’'exemple
précédent.

Soit P € R[X] tel que ¢(P, P) = 0. Montrons que P est le polynéme nul. Pour
Pinstant on sait que la fonction polynomiale associée est nulle sur le segment [0, 1].
Ainsi P possede une infinité de racines et est donc le polynéme nul.

1.1.5 Remarque

On peut le plus souvent définir plusieurs produits scalaires sur un méme espace. Par

!/
exemple, ((;) , (;,)) — 2’ + 2yy’ est un autre produit scalaire sur R2.

1.2 Norme et distance

1.2.1 Définition
Soit F un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (ie. E est un espace préhilbertien).

1. On appelle norme (euclidienne) d’un vecteur u € E le réel positif ||u|| = 1/ (u]u).

2. On appelle distance (euclidienne) entre deux vecteurs u, v € F le réel positif d(u,v) =
[o = ull = [lu = .
1.2.2 Remarque

On prendra bien garde au fait que la distance ainsi définie dépend du produit scalaire.
Calculer ||7]| et ||7]], la norme sur R? étant associée au produit scalaire de

1.2.3 Proposition
Soit E un espace préhilbertien et z,y € E.

L flz+yl* = [lz]* + 2(=[y) + Iyl

2. |z +yl* + |z — y|I> = 2 (|lz||* + ly||*) (identité du parallélogramme)

1 2 -t
3. (zly) = 2 = 1

Preuve.
Calculs directs.

1.2.4 Théoréme (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire et u,v € F. Alors

[(uo)] < [lull]lv]|

Il y a égalité si et seulement si u et v sont colinéaires.

Preuve.
Soient u,v € E fixés.
R —- R
T . )
On considere ’application f : t oo (uttolutto)

Alors f > 0 par positivité du produit scalaire. De plus, pour ¢t € R on a
f() = (u+tv|u + tv) = (ulu + tv) + t(v|u + tv) = (ulu) + t(ulv) + t(v|u) + t2(v]v)
= Jlull® + 2t(ulv) + £]|v]|?
Ainsi f est une fonction polynomiale de degré au plus 2.

— Siv #0 (ie ||v|| # 0), alors f est polynomiale de degré 2 et positive. Donc son
discriminant est négatif : A = 4(ufv)? — 4||ul|?||v]|> < 0, ce qui est I'inégalité
de Cauchy-Schwartz.

— Siv =0, alors (u|v) = 0 et donc 'inégalité est vérifiée.

Dans le cas, v # 0, I'inégalité est une égalité ssi A = 0 ssi f s’annule une fois ssi
Jt € R uw+ tv = 0 (norme nulle). Ainsi u et v sont colinéaires
Dans le cas v = 0, I’égalité est tout le temps vérifié, tout comme le fait d’étre

colinéaire a 0.
b b b b
Tral < [lfal <o[S 2] [ o2

1.2.5 Exemple
1. Soient f, g € C([a,b],R). Alors

exo : appliquer & f : ¢+ t7% gt — t®1 pour o # % pour retrouver le théoréme

de croissances comparées.
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2. Yoo, kvE < Ml fanel

1.2.6 Exercice

Soit I un intervalle de R. On note L2(I,R) l’ensemble des fonctions dont le carré est
intégrable sur I. Montrer que (f,g) — [, fg définit bien un produit scalaire sur L2(I,R).
On pourra utiliser l'inégalité de Cauchy-Schwartz pour prouver que fg est intégrable sur
1.

1.2.7 Corollaire (Minkowski)
Soient u,v € E (ou E est encore un espace préhilbertien).

1. |lutv|| < |Jul|+]v]| avec égalité ssi u et v sont colinéaires de méme sens (positivement

proportionnels).
2. lull = flolll < [l — o]
Preuve.

On a immédiatement, d’apres Cauchy-Schwarz
lu+l* = [lul® + 2(ulv) + [ol* < ull? + 2lulllvll + [[v]* = (lu] + [v])?

Comme la fonction racine carré est croissante sur R, on a 'inégalité voulue.

Il y a égalité ssi (u|v) = ||ul|||v||. Dans ce cas, on a d’apres le théoréme
u=Avouv =0 et donc A|[v]|> = [A|[|v]|?, ie v = 0 ou A > 0. Dans les deux cas, u et
v sont colinéaires de méme sens. La réciproque est immédiate par le méme calcul.

Pour le deuxiéme point, on applique I'inégalité triangulaire a ||(u — v) +v|| et &
I(v —u) + . =

1.2.8 Remarque

Faire un dessin : inégalité triangulaire.

1.2.9 Propriétés de la norme

Soit u € E et A € R.
1. |jul| =0 < u=0
2. [ Aull = [Af[ull

3. Ju ol < lull + [|v]

Toutes les applications qui ont ces trois propriétés sont appelées normes.

II Orthogonalité

II.1 Familles orthogonales

II.1.1 Définition

Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Soient w, v, uy,...,u, € E

1. On dit que w est unitaire, ou normé ssi ||ul| = 1.

2. u et v sont dits orthogonaux ssi (u|v) = 0. On note u L v.

3. (Ul, e

4. (uq,...,uy,) est dite orthonormale ssi elle est orthogonale et tous les u; sont unitaires.
Autrement dit V(i, ) € [1,n]? (ui|u;) = &; ;.

,Up) est dite orthogonale ssi les u; sont orthogonaux deux & deux.

Explication La notion d’orthogonalité repose maintenant sur le produit scalaire, contrai-
rement a la géométrie de début d’année. On a pas du tout de notion d’angle.

II.1.2 ATTENTION

Deux vecteurs sont orthogonaux pour un produit scalaire donnée, et pas forcément
pour le produit scalaire voisin...

11.1.3 Exemple

Montrer que la base canonique de R™ est orthonormale pour le produit scalaire canonique.
Montrer que 1 et t — sin(27t) sont orthogonales pour le produit scalaire que 1'on

connait sur C([0, 1], R).

I1.1.4 Passer a une famille orthonormale

€1 €n
llexll” = Ylenll

Soit (61, ..
est une famille orthonormale.

., €n) une famille de vecteurs orthogonaux tous non nuls. Alors (

I1.1.5 Proposition
Soit E un espace préhilbertien et (u;);c[1,,) une famille de vecteurs orthogonaux deux
a deux et tous non nuls. Alors (u;)iec[1,n] est libre.

Preuve. "

Supposons que Y \u; = 0g. Alors en effectuant le produit scalaire par w; on
i=1

obtient \;||u;||* = 0, d’ott \; = 0. -
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I1.1.6 Remarque

On peut supposer que la famille (u;) est une famille infinie et faire la méme preuve
pour toute sous-famille finie. Ainsi la proposition précédente est valable pour une famille
quelconque.

II.1.7 Théoréme (Pythagore)

Soit (z1,...,x,) une famille orthogonale d’un espace préhilbertien.
n 2 n
2
> aif| =2 lail
i=1 i=1
Preuve.
Simple calcul de bilinéarité. [

I1.2 Bases orthonormeées

I1.2.1 Théoreme
Soit E un espace euclidien (donc E est de dimension finie) et B = (e, ...
base orthonormale de E. Soient z,y € E.

,€n) UnE

n
1. x =Y (z|e;)ei, c’est a dire que la coordonnée de x sur le vecteur e; est (zle;).
i=1
2. On note (x1,...,2,) les coordonnées de x dans B et (y1,. ..
de y dans B. Alors

,Un) les coordonnées

n

n
(zly) = 211 + 22y2 + - + nyn et 2]? =D 27 =D (afe;)’
=1 =1

3. Si on note X = Matp(z) et Y = Matg(y) (les colonnes des coordonnées),
(zly) ="XY.

Preuve.
1. Onaz = zi1e1+ - +xpe,. Alnsi (x|e1) = z1(er|er)+xa(ealer)+. .. xn(enler) =
21 (par linéarité du produit scalaire et orthogonalité de la famille).

2. On a par le méme caleul (z|y) = >
1<i,5<n
autres termes sont nuls. [ |

z;yj(eilej) = Yoi, xiy; car tous les

11.2.2 Exemple

L _V3

Montrer que la famille (\?g) , < 12 ) est une base orthonormale directe de R? (pour le
2 2

produit scalaire canonique).

Donner les coordonnées de u = (I> dans cette base. Faire le lien avec les matrices de
passage. Y
I1.2.3 Corollaire
Soit F un espace euclidien et B = (eq,...,e,) une base orthonormée de E. Soit f €
L(E). On note A = (a;,); jeq1,n] = Mats(f).

Alors V(i, j) € [1,n]? ai; = (f(ej)es).

Preuve. n

On a en effet, pour un j € [1,n] fixé f(e;) = > (f(e;)|ei)e; d’apres le théoreme
i=1

précédent. [

I1.2.4 Mnémotechnie

Pour calculer la matrice de f dans B, a priori on calcule les coordonnée de f(e;) pour
trouver la jéme colonne. Utile pour se souvenir sur quel indice porte I’application de f.

II.3 Créer des bases orthogonales ou orthonormales

I1.3.1 Théoréme (Orthogonalisation de Gram-Schmidt)
Soit E un espace euclidien et (e1,...,e,) une base de E. Alors il existe une base
(u1,...,u,) de E vérifiant

— (u1,...,uy) est orthogonale

— VEk € [1,n] Vect(u,.. S UE).
On peut imposer |Ju;|| = 1, c’est & dire que la famille (uq,...,u,) soit orthonormale
(il suffit de diviser u; par ||u;|| # 0). Si on impose de plus que (ex|ur) > 0 pour tout
k, alors la famille obtenue est unique.

S ug) = Vect(uq, . .

Preuve.
Dessin
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On note Fy, =Vect(ey,..
famille orthogonale (uq,...,u;) telle que Vect(ug, ...,

.,er) pour k € [1,n] et on pose P : “il existe une
u) = Fy,”
— P est clairement vraie, il suffit de poser u; = e;. (ou HZ—M)

1l existe clairement un seul vecteur de Vect(e;) de norme 1 et tel que (uqler) >

0, et c’est Hzii\l (et on a (e1|ur) = |le1]| > 0).

— Soit k € [1,n — 1], on suppose que Py, est vraie.
On remarque d’abord que ejy; ¢ Fy, d’aprés la liberté de la famille (e;);.
On cherche ug1q sous la forme ex1 — x, avec x € F, = Vect(ey,...,ex) =
Vect(ug, ..., u). On écrit donc x = Zle a;ku;. On veut maintenant

Vi € [1,k] (ext1 — x|us) = 0ie Vi € [1, k] (exr1|us) — aul|wil|* =0

On pose donc ugi1 = €xyr1 — Zle %ﬂ # 0 car e ¢ Fj. Clest un
vecteur de Fyq1 mais pas de Fy, donc Vect(uy, ..., ugt1) = Frq1.

Tout vecteur de Vect(eq,...,ex+1) qui n'est pas dans Vect(eq,...ex) s'écrit
Aep41—x avec A € R* et & € Fy,. Ainsi d’apres le calcul précédent tout vecteur
orthogonal & tous les u; pour i € [[1,k] est de la forme Augy;. Il existe un
seul vecteur de norme 1 et tel que (uleg+1) > 0 dans Rfy11, c’est le vecteur

+ HZiE” (le signe étant choisi pour garder le produit scalaire positif).
— Par récurrence, une base orthogonale de E existe. ]

11.3.2 En pratique

Il faut connaitre le résultat général, et savoir appliquer pour de “petites familles”. Pour
savoir appliquer, il faut retenir la forme sous laquelle on cherche chaque vecteur.
I1.3.3 Exemple
Soit £ = R3. On munit cet espace du produit scalaire canonique. Transformer B =
1 1 2

({1]),11],[1])en une BON.
1 2 1
I1.3.4 Exemple 1

On munit R3[X| du produit scalaire (P|Q) = [ P(¢)Q(t)dt. Donner une base orthonormée
1
de R3[X] qui soit échelonnée en degré.

I1.3.5 Remarque

1. Tout espace euclidien admet une BON.

2. Le procédé de Gram-Schmidt ne change pas une famille orthogonale (sauf & la nor-
maliser si on veut obtenir une BON).

I1.3.6 Remarque

Si on orthonormalise B en B, la condition de conservation des espaces vectoriels crois-
sants assure que P = Matg(B’) (la matrice de passage) est triangulaire supérieure.

I1.3.7 Corollaire
Dans un espace euclidien on peut compéter toute famille orthogonale de vecteurs non nuls
(resp. orthonormale) en une base orthogonale (resp. orthonormale).

Preuve.
Base incompléte + Gram-Schmidt qui ne change pas les familles orthogonales. m

IIT Espaces orthogonaux

FE est toujours un espace préhilbertien.

III.1 Orthogonal d’un sev
II1.1.1 Définition
Soient F, G deux sous-espaces de E, un espace préhilbertien.
1. On dit que = € F est orthogonal a F ssi Vap € F (z|zp) =0
2. F et G sont dits orthogonaux ssi V(zp,z¢) € F X G (xp|zg) = 0.
I11.1.2 Exemple

Trouver un exemple dans R%2 muni du produit scalaire canonique. Preuve avec les bases,
avec les équations.

I11.1.3 Proposition
Soient F,G deux sous-espaces de FE, un espace préhilbertien. On suppose que F =
Vect(fi1,..., fr) et G = Vect(g1,...,9s).

1. Soitz € E,x L FssiVie[l,r] L fi.

2. FLGssiVie[l,r]Vje[l,s] fi Lg;.
Il suffit de vérifier 'orthogonalité sur une famille génératrice pour prouver I'orthogo-
nalité a un espace.

Preuve.
1. Sizp € Falorszp = > etona (z|zp) =
aifi
seule implication non triviale.

>~ . Ceci prouve facilement la
ai(x|fi)
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2. = est triviale. Pour la réciproque, on a d’apres le point précédent f; L G pour
tout 7. Par linéarité du produit scalaire, tout xx € F est alors perpendiculaire
a (G, par le méme calcul qu’au point précédent. [

II1.1.4 Définition
Soit F un sev de E. L’orthogonal de F est F'+ = {x € E| Vap € F (vp|r) = 0}. F* est
I’ensemble des vecteurs orthogonaux a tous les éléments de F'.

II1.1.5 Remarque

Sion a G L F pour deux espaces alors, par définition de F*, G ¢ F*.

II1.1.6 Exemple
1. {0}t = E, B+ = {0}.

2. Calculer I'orthogonal de la droite d’équation y = x dans R2.

IT1.1.7 Attention

On considére D une droite de Iespace et F un sev de R3. On peut avoir D L F sans
que F = D*. En particulier deux droites peuvent étre orthogonales, mais 'orthogonal de
D est un plan.

IT1.1.8 Proposition
Soit F' un sev de E.
1. F est un sous-espace vectoriel de E et la somme F + F* est directe.

2. Si F est de dimension finie alors F & Ft+
dans F.

= F ie F et F sont supplémentaires

Preuve.

1. On a déja clairement 0 € F*, qui est donc non vide. De plus, la linéarité (&
gauche par exemple) du produit scalaire nous assure immédiatement que F'*
est stable par combinaison linéaire.

De plus, si z € FNFL alors z L x e (z|r) = 0 et donc # = Og. Ainsi la
somme (d’espaces) est directe.

2. Soit (e1,...ep) une base de F' que 'on peut supposer orthonormale (quitte &
lui appliquer Gram-Schmidt).

Soit x € E.

— Analyse. Supposons que l'on ait © = z1 + z9 avec 1 € F et x5 L F.
Alors pour tout i € [1,p], (z|e;) = (x1le;) car (z2]e;) = 0. Ainsi 1 =

P p
S (z1]ei)e; = 0 (xle;)e; (dapres[11.2.1

i=1 i=1

car F est un espace euclidien)

P
> (z|e;)e; et xo = x—xq. Alors par construction,
i=1

x1 € F. Montrons que x5 L F' ie x5 est orthogonal a une base de F'.

(zlej) —

— Synthese. Posons 1 =

Or, pour j € [1,p], (z2le;) = (x1]e;) =0 car

M*@

(z1]ej) = (zle:) (eiles).

——

i=1
) =,

Finalement, la somme directe F' @ F* contient E donc F et F'*- sont supplé-
mentaires. ]

IT1.1.9 Exercice
1. FCG=G+cF+t

2. F-nGt =(F+G)*

I11.1.10 En dimension finie

Si E est un espace euclidien (de dimension finie), alors tout sous espace est de dimension
finie.

1. dim(F) + dim(F+) = dim(E).
2. La concaténation d’une BON de F et d’'une BON de F* est une BON de FE.
3. Réciproquement, si (e1,...,e,) est une BON de E telle que F' = Vect(eq,...e,)

(indice : on a appliqué Gram-Schmidt & une base de F' complétée en une base de
E), alors F+ = Vect(e, 41, .. ,en)-

I11.1.11 Exemple
1. Calculer le supplémentaire orthogonal de D : 2z — y = 0 (dans R?).

1
2. Dans R?, méme question avec D = Vect | 2
-3

et P:2x+2=0.

II1.2 Projections et symétries orthogonales

II1.2.1 Définition
Soit F un espace préhilbertien et F' un sous-espace de dimension finie de E .

Chap 10 : Espaces euclidiens
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1. La projection orthogonale sur F' est la projection sur F' parallelement & (de direction)
Ft.

2. La symétrie orthogonale sur F' est la symétrie par rapport & F de direction F*.

I1I1.2.2 Remarque
1.Onabien E=F@F*t..

2. On pourra se souvenir de la formule s = 2p— Id pour lier les deux objets précédents.
3. pour x € E, on a les deux conditions géométriques pr(z) € F et x — pr(x) € F*.

I11.2.3 Exemple
Matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur D : 22 — y = 0.

I11.2.4 Proposition
Soit F un espace préhilbertien et F' un sous-espace de dimension finie de ' dont une
BON est (ug,...,u,). On note pr le projecteur orthogonal sur F. Alors

T

Vo € E pr(z) = Z (x|w;)u;

i=1

En particulier, si F' = Vect(u) est une droite, pp(z) = (z|u)u ot u est de norme 1.

Preuve.
Il s’agit d’un re-formulation de la preuve de|[II.1.8 [

I11.2.5 Méthode

1. On essaie de déterminer pp(z) en remarquant que

pr(x) € F
x—pp(z) LF

donc est orthogonal a une base de F'.

T

2. On utilise la formule pr(z) = 3 (z|f;)f; si on connait une BON de F.
i=1
II1.2.6 Définition
Une symétrie orthogonale par rapport a une droite est appelée retournement, et une
symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan est appelé réflexion.

II1.2.7 Réduction
Matrice, trace, det dans des bases adaptées.

I11.2.8 Exemple
Dans R? on pose : F' = Vect(

1 2
0,1 1
1 -1
des projection orthogonales sur F et symétrie orthogonales par rapport a F'.

). Calculer les matrices dans la base canonique

II1.2.9 Proposition (Inégalité de Bessel)

Soit F' un sous-espace de dimension finie de E. On note pg le projecteur orthogonal
sur F'.

Ve € E [lpr ()] < |z

Preuve.

Soit z € E. Onaz = pp(x)+(x—pr(z)) et donc d’apres le théoreme de Pythagore,
l|lz||? = |[pr(2)||> + ||z — pr(x)||*. On conclut en remarquant qu'un carré de réel est
toujours positif et que la fonction racine carrée est croissante sur R+. ]

I11.2.10 Exercice
Montrer que cette propriété caractérise les projecteurs orthogonaux parmi les projecteurs.
Plus précisément, si p € L(E) est un projecteur de E on a

Ve € E ||p(x)|| < ||z|| < p est un projecteur orthogonal

Indication : on pourra poser un vecteur non nul x du noyau de p et considérer la projection
orthogonale sur Vect(z).

II1.2.11 Théoréme (Moindres carrés)

Soit F' un sous-espace de dimension finie de E. Pour z € FE, on note d(z,F) =
ing7 |z — y|| la distance de = & F.

ye

Il existe un unique z¢ € F' tel que d(x, F) = d(x,zo) = ||z — ]| et donc la borne
inférieure est en fait un minimum. z( est le projeté orthogonal de = sur F.
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Preuve.
Notons xg = pr(z) le projeté orthogonal de  sur F'. Alors 2y € F et donc d(z, F) <
d(z, zo).
De plus, siy € F alors 2 —y =z — xg + 7o — y et donc |z — y||* = ||z — z0|* +
|lzo — y||? car x — 29 L 29 — y et d’aprés le théoréme de Pythagore.
——

eFtL
Ainsi pour tout y € F d(z,y) > d(x,x0) et donc d(z, F) = d(x,zg). Le calcul
précédent montre que ce minimum n’est atteint qu’en xg. ]
I11.2.12 Remarques

1. Ce théoréeme donne avant tout ’existence d’un minimum.

2. Avec les notations de la preuve, d(z, F)? = ||z||> — |[pr(z)||* (toujours d’apres Py-
thagore). Ainsi, on a un moyen pratique de calculer la valeur de ce minimum, il
s’agit de calculer une projection orthogonale.

I11.2.13 Traduction dans une BON

Soit (e1,...,e,) une BON de F

1. Alors pp(z) = Y (x]e;)e;.
i=1

2 d(w, F) = |22 = 3 (a]e:)?.

=1

I11.2.14 Exemple

1

Calculer inf (e” — ax — b)2dt. 1l s’agit de calculer, dans C([0, 1], R) munit du pro-

a,beER Jq
duit scalaire intégrale, le projeté de 1’exponentielle sur le sous espace des fonctions affines
(qui est de dimension 2).

IV  Automorphismes orthogonaux

Le cadre ici est celui des espaces euclidiens, et plus particulierement des espaces eucli-
diens de petites dimension. F sera donc toujours un espace euclidien et on abusera sans
retenue du théoréme [[[.2.1] de calcul des coordonnées dans une base orthonormée.

IV.1 Isométries

IV.1.1 Définition-Proposition
Soit f € L(F) une application linéaire. On a équivalence entre

1. f conserve le produit scalaire ie Va,y (f(z)|f(v)) = (z]y)
2. f conserve la norme, ie Yz € E || f(z)| = ||z||-

Dans ce cas, f est bijective et est appelé automorphisme orthogonal ou encore isométrie
vectorielle.
L’ensemble est automorphismes orthogonaux de E est noté O(FE).

Preuve.
— 1= 2 C’est évident. On pourrait prouver que si f n’est pas forcément linéaire
mais conserve le produit scalaire, alors elle est linéaire.

— 2 =1 On a pour tous z,y € F

(f(@)[f(2)) = %(II F@) + f@) 17 = I1F @17 = 1FW)1%)

=f(z+y)
1
=5z + ylI? = llzl” = [yl?) = (z[y)

Comme [ conserve la norme, on a f(z) =0 < |[|f(2)]| =0 <= |z| =
0 < z =0 donc f est injective donc bijective car E est de dimension finie. =

IV.1.2 Exemple
1. L’identité est clairement dans O(E).
2. Toute symétrie orthogonale est dans O(FE). Le vérifier en revenant a la définition
s(z) =zp —xzg avec zp L zg.

3. Les projections sur tout sous-espace strict ne sont pas des automorphismes (noyau
non trivial).

IV.1.3 Valeurs propres

Soit f € O(E). On suppose que f posséde une valeur propre réelle .
Alors pour un vecteur propre x € Ex\{0g}, ||f(z)] = [|\z|| = |Al||z||. Mais || f(z)| =
lz]| donc A = £1 car ||z|| # 0.

IV.1.4 Proposition
Soit f € L(E). Alors les propositions suivantes sont équivalentes.

1. feO(E)
2. L’image de toute BON de E par f est une BON de F.
3. L’image d’une certaine BON de E par f est encore une BON de E.
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IV Automorphismes orthogonaux

JE

Preuve.
— 1 = 2 Trivial par conservation du ps
— 2=3 ..
— 3 = 1 Soit B = (el,.. en) une telle BON et z,y € E de coordonnées
respectives (x1, .. (y1,--.,yn) dans B.
(f(@)If(y) = xzf |Zya (e) | = D wyi(flelf(e;)
1<i,j<n
= 2o = (aly)
d’apres [[1.2.1 [

IV.1.5 Exemple
Montrer que I’application

I

) est orthogonale.

cos fx — sin Oy
sin 0z + cos By

x

Y
IV.1.6 Proposition
La composition de deux isométries est encore une isométrie, et l'inverse (bijection
réciproque) d’une isométrie est encore une isométrie.

Preuve.
Rappel : O(F) contient I'identité.

Soit f € O(E), alors pour tous z,y € Eona (f'(z)|f(y)) =
S—— Y—

(W f(v)) =

u v
(z|y). La conservation du ps par la composée de deux automorphismes orthogonaux
est aussi facile a établir... (]
IV.1.7 Exercice
Dans E euclidien, soit F un sous-espace et f € O(E). Montrer que f(F)*
(inclusion facile + dimension qui est conservée par les iso)

= f(F*).

IV.1.8 Proposition
Soit f € O(E). Si F est un sous-espace de E stable par f (ie f(F) C F) alors F'* est
stable par f.

Preuve.

Supposons que F est stable par f et soit z € F-. On doit montrer que f(x) € F*.
Soit donc y € F. Montrons que (f(x)|y) = 0. Or (f(z)|y) = (z|f~(y)). De plus,

f est bijective donc f(F) = F (égalité des dimensions). Ainsi f~1(y) € F et donc

(zf~H(y)) = 0.
Finalement, f(z) € F*. "
IV.2 Matrices orthogonales
IV.2.1 Définition Rn _y Rn
Soit M € M, (R). On dit que M est orthogonale ssi ’endomorphisme f : { X o MY

canoniquement associé a M est orthogonal (pour le produit scalaire canonique).
On note O(n) ou O, (R) 'ensemble des matrices orthogonale de taille n.

IV.2.2 Traduction de la définition

Pour une matrice orthogonale M, on a donc

1. Pour toute colonnes X, Y € R”, (MX|MY) =
XY

2. Pour toute colonne X € R, |[MX]| = || X]|.

(X]Y) c’est a dire (M X) x (MY) =

IV.2.3 Théoréme
Soit M € M, (R). Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1. M € O,(R).
MM = I, et M'M = 1I,.
‘M € O, (R).

Les colonnes de M sont une BON de M,, 1 (R) pour le produit scalaire canonique.

ANl

Les lignes de M sont une BON de M ,,(R) pour le produit scalaire canonique.

Preuve.
1. On commence par prouver 1 <= 2.

Si M € O, (R) on a alors

VXY € M, (R)(MX|MY) = (X|Y) = X'MMY ='XY

Appliquons ceci & (Ey, ... E,) la base canonique de R™.
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10 IV Automorphismes orthogonaux

On note A = ‘M M. Alors AE; est la iéme colonne de A et (E;|C) est la jéme 2. Soit z € E et X le vecteur de ses coordonnées dans B, X’ ses coordonnées dans B'.
coordonnée de C' donc tEjAEi est exactement a;;. Donc a;; = §;; pour tous Ona X =PX et X' ='PX.
i et j et finalement A = I, 3. Soit f € L(E), M = Matg(f) et M’ = Matg (f). Alors M’ ='PMP.

Maintenant qu’on a ‘M M = I,, il suffit de transposer pour trouver MM = I,,. IV.2.8 Exemple

Réciproquement si ‘MM = I, alors on a clairement (MX|MY) = (XY) Dans R? on passe de la base canonique & la base wug,vg. Donner les changements de
pour tous X,Y et donc l'alca a M est orthogonale. coordonnées.

2. MeO,(R) <= MM =1, — MM =1, < M € O0,(R).

3. L’image par un auto orthogonal d’'une BON est une BON, donc les colonnes

de M qui sont 'image de la base canonique forment une BON. IV.2.9 Proposition
L’inverse d’une matrice orthogonale est orthogonale et le produit de deux matrices

orthogonales est orthogonal.

4. Passage a la transposée. [

IV.2.4 Exem %%s& sin @
= - -1
LI, A= (sin@ cos 6 ) Calculer A7 Preuve.
6 3 -2 Si A € O,(R) alors 'A = A™! € O,(R). Si on a également B € O,(R) alors
9 1(_9 ¢ 3 ABYAB) = AB'B'A = AI,'A = I,, de donc AB est orthogonale. n
© 7
3 -2 6

IV.2.10 Int Stati 6 Gtri
3. Quelle est la méthode la plus efficace pour vérifier qu'une matrices est orthogonale ? nterpretation geometrique

Si M € O,(R) alors M est la matrice d'une BON dans la base canonique qui est
orthonormale. Ainsi M ! est la matrice de la base canonique dans une BON et est donc
IV.2.5 Proposition une matrice orthogonale.

Soit E un espace euclidien, soit B une base orthonormée de E et B’ une base de
E. On note P = Matp(B’) la matrice de passage de B a B'.

Alors B’ est une BON ssi P € O, (R). IY'Z'll Propositior} )
Soit F un espace euclidien.

1. Soit B une BON de E et f € O(E). Alors Matp(f) est orthogonale.
2. Réciproquement si A € O,,(R) et B est une BON quelconque de E alors I’endo-

Preuve. morphisme f tel que Matz(f) = A est orthogonal.
On sait qu’on peut utiliser ’expression du ps canonique de R™ a condition de se
placer dans une BON de E et c’est ici le cas. Voir [[1.2.] n
IV.2.6 Exemple Preuve.
Soit E un espace euclidien de dimension 2, et B = (e1, e2) une base orthonormale. Montrer 1. Notons M = Matg(f). On doit montrer que M € O, (R).
que B' = (f1, f2) avec f; = @ et fo = w est une BON de E. Soient %, j € [1,n]. on note C;, C; les colonnes de M correspondantes et B =
(e1,...,en). Alors (Ci|C;) = (Matg(f(e:))| Mats(f(e;))) = (f(e)lf(ej)) =
IV.2.7 Changement de bases orthonormales (eslej) = d;; d’apres [I1.2.1) et car f est une isométrie. On utilise deux fois le

fait que B est orthonormée.

: / — /
Soit £ un eve de B, B deux BON de E. On note P = Maty(B'). 2. Avec les mémes notations, (f(e;)|f(e;)) = (Ci|C;) = 6; ; dapres[[V.2.3]

1. P~1 =P = Mat (B).
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11/13

Explication A condition de se placer dans une BON, on peut passer des endomor-
phismes orthogonaux aux matrices orthogonales.

IV.2.12 Proposition
Soit f € L(E) et B une base orthonormée de E. On note M = Matg(f).

M est symétrique et f € O(E) <= f est une symétrie orthogonale

Preuve.
Si M est symétrique on a a la fois ‘M = M et ‘M = M~!. Ainsi f est une symétrie.
Montrons que ker(f — Idg) L ker(f + Idg). Soient x1,z5 € E\{Og} tels que
f(z1) = 21 et f(xa) = —x2 (des vecteurs propres). Montrons que 1 L zo. Or f
est une isométrie, donc (z1]za) = (f(x1)|f(x2)) = (1] — x2) = —(x1|x2) et donc
(z1]z2) = 0. Finalement la symétrie f est bien orthogonale.

Réciproquement, supposons que f est une symétrie orthogonale. Alors M =
M~'. De plus, M est une matrice orthogonale d’aprés la proposition précédente,
donc M~ =M. [

IV.2.13 Matrices symétriques

Si M € O,(R) est symétrique, alors c’est la matrice canoniquement associée & une
symétrie orthogonale.

IV.2.14 Théoréme

Soit f € O(F) et M € O,(R). Alors det(f) = £1, det(M) = £1

Preuve.
Il suffit de le prouver pour M, car la matrice de f dans une BON de E est une
matrice orthogonale.

Or det(M) = det(*M) et 'M = M~1. Ainsi det(M) = W et finalement
det(M) = £1 n

IV.2.15 Définition
1. L’ensemble des isométries de F de déterminant 1 est noté SO(FE) et appelé groupe
spécial orthogonal de E. f € SO(FE) est dite positive (et si det(f) = —1, on dira que
f est une isométrie négative)

2. 50,,(R) (aussi noté SO(n)) est Pensemble {M € O(n)| det(M) = 1}.

IV.2.16 Exercice
Montrer que SO(n) est stable par produit et passage da l'inverse.

IV.2.17 Définition

Soit B une base de R™. On dit que cette base est directe ssi son déterminant dans la base

canonique est strictement positif (c’est a dire vaut 1 dans le cas d’une base orthonormée).
On dit qu’elle est indirecte sinon.

IV.2.18 Proposition
Effectuer un changement de base entre deux bases orthonormées directes ne modifie
pas les déterminants (des familles ni des applications linéaires).

On retrouve ici la notion de produit mixte vu en géométrie de lére année. On peut
calculer le déterminant d’une famille dans n’importe quelle base orthonormée directe
et obtenir toujours la méme valeur.

Preuve.
SI M est la matrice d’'une famille dans une premiére BOND, la matrice dans la
nouvelle BOND est M’ = PM. Comme det(P) =1, det(M') = det(M). L]

V  Matrices symétriques réelles

V.1 Lien avec le produit scalaire

Rappel : Pour X,Y € R”, le produit scalaire canonique peut se calculer par (X|Y) =
XY.

V.1.1 Définition
Une matrice A € M,,(R) est dite symétrique ssi ‘A = A. L’ensemble des matrices symé-
triques de taille n est noté S, (R). C’est un espace vectoriel de dimension %
V.1.2 Exemple
Rappel : le produit scalaire canonique sur M, (R) est (A|B) = tr(*AB). Montrer que
Sn(R) L A, (R) (en semble des matrices antisymétriques).

On peut ainsi interpréter la transposition comme la symétrie orthogonale par rapport

4 Su(R).

V.1.3 Exercice
Soit A € M, (R) et P € O,(R). Montrer que A est symétrique ssi 'PAP est symétrique.
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V' Matrices symétriques réelles

V.1.4 Proposition
Soit A € M,(R). A € S,,(R) ssi pour tous X, Y € R”, (AX]Y) = (X|AY) (pour le
produit scalaire canonique).

Preuve.
1. Si A est symétrique, alors (AX|Y) = {AX)Y = X'AY = X AY = (X]AY)
pour tout (X,Y) € (R")?.
2. Réciproquement, supposons que pour tous X,Y € R" (AX]|Y) = (X|AY) ie
IX'AY =X AY Montrons que ‘A = A.
On a, pour tout X,Y, X (A — A)Y = 0 ou encore (X|(*A — A)Y) = 0. Ainsi,
pour Y fixé, (YA — A)Y est orthogonal & tout vecteur de R™ donc est nul. On
a donc VY € R™ (*A — A)Y = 0 et donc (*A — A) est d’image nulle. C’est la
matrice nulle.
On a prouvé de maniére plus générale que (X|AY) = (AX|Y) et (AX|Y) =
(X|PAY). m

V.1.5 Théoréme
Soit A € S, (R).

1. Les valeurs propres de A sont réelles.

2. Si X1, X5 sont des vecteurs propres associés a deux valeurs propres distinctes,
alors X; 1 X5. Autrement dit, les sous espaces propres de A sont orthogonaux
deux a deux.

Preuve.
1. Hors programme. Soit A € C une valeur propre de A (c’est possible dés que
21

n > 1 d’apres le théoréme de d’Alembert-Gauss). Soit X = un vecteur

Zn
propre associé. Alors AX = \X.

Alors AX = AX car A est a coefficients réels (reprendre la formule de pro-
duit matriciel, et conjuguer chaque terme). On a alors {AX)X = AXX =

A |22 De plus, {AX)X =X AX = XXX =2 |2
i=1 i=1

Comme Y |2]? > 0 on a bien A\ = \.
i=1
2. Calculons (AX1|X3) de deux manieres. On a d’une part (AX;|X3) = A1 (X1]X2)
et d’autre part (AX|X2) = (X1|4AX32) = A2(X1]|X2). Ainsi (A1 —X2)(X1]X32) =
0 et comme A1 # \g, (X1|X32) =0. n

V.2 Théoreme spectral

V.2.1 Théoréme

Soit A € S,(R) une matrice symétrique réelle. Alors A est diagonalisable (dans
M, (R)) dans une base orthonormée, c’est a dire qu’il existe une matrice diagonale D
et une matrice orthogonale P € O,,(R) telles que A= PDP~! = PD'P.

Preuve.
Hors programme.

Le polynéme x 4 est scindé sur R car les valeurs propres de A sont réelles. Notons
T une matrice triangulaire supérieure semblable & A via la matrice de passage P :
T = P~1AP. Toutes les matrices sont & coefficients réels.

On applique le procédé de Gram-Schmidt a la base B des colonnes de P pour
obtenir une famille orthonormale B’ de matrice O dans la base canonique. Alors
Matg, (B) = P = Matg(B') Matp,_ (B') = AO ou A est triangulaire supérieure et O
orthogonale.

On obtient T = A7'O7'AOA ie ATA™! = 'OAO est a la fois une matrice
symétrique et triangulaire supérieure. Elle est donc diagonale et A est semblable a
une matrice diagonale!

V.2.2 Remarque

Si A est symétrique et f est son endomorphisme canoniquement associé, il existe une
BON dans laquelle la matrice de f est diagonale.

V.2.3 Exemple

Montrer que A = (2 4) est diagonalisable et la diagonaliser.

V.2.4 Exemple

2 11
Diagonaliser dans une BON la matrice A = [1 2 1| et donner l'interprétation géo-
11 2

métrique de la matrice de passage.
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