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I Sommes et produits d’espaces

I.1 Produit d’espaces vectoriels

1.1.2 Corollaire "

Si Eq...,E, sont des K-espaces vectoriels, alors [] E; est un K-espace vectoriel pour la
i=1

loi produit définie précédemment (c’est & dire qu’on somme composante par composante

les n-uplets et qu’on les multiplie toutes par A € K).

Rappelons que le produit cartésien d’ensembles est associatif, ce qui justifie la notation

—

i=1

1.1.3 Exemple
Les exemples les plus classiques sont R® =R xR x --- x R et C™.

1.1.4 Proposition
Soit F, F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie.

Alors E x F' est un K-espace vectoriel de dimension finie et dim(E x F') = dim E+
dim F.

1.1.1 Proposition (Espace produit)

K-espace vectoriel :
1. V(z,y), (a',y) e EXF (z,y)+ (¢/,v) = (x+ 2",y + ).
2. V(z,y) € Ex FYA € K Az, y) = (Az, \y).

Soient E, F' deux K-espaces vectoriels. Les opérations suivantes font de E x F un

Preuve.

On prouve que cette loi + posseéde les bonnes propriétés dans E x F' tres facilement.

Soient (z,y), (z',y") € E x F Soient maintenant A, 4 € K

— Ay + (@ y) = A+ y+y) = Az +2) Ay +y) = (e +

Az Ay +Ay) = (A, Ay) + (A2, y) = Az, y) + A2, y)
— A+ p).(z,y) =..
— A(p(z,y) = ...
— 1.(z,y) = ...

Preuve.
Soient (eg,...,e,) une base de E et (f1,..., f,) une base de F. On considére la
famille

B = ((e1,0r),. .., (n, 0r), (Og, f1),- .-, (OE, fp)))
. On va montrer que B est une base de F x F.
— Méthode 1.
Montrons que B est libre. Soient oy, ..., ay, b1, ..., By des scalaires.

n p
Supposons Y a;(e;,0r) + > Bi(0g, fi) = (0g,0F).
i=1 i=1
Le membre de gauche est, par définition des opérations dans Ex F, <Z aeq, > Bifi
i=1 i=1 ,

n n
Par unicité des composantes on a donc Y a;e; = 0g et Y B;fi = Op. Comme

=1 i=1
les familles (e1,...,en) et (f1,..., fp) sont libres on en déduit que a; = --- =
oy =0k et B1,...,8, = Ok ce qui prouve bien la liberté de B

Montrons maintenant que B est génératrice de F x F'. On ne peut pas utiliser

un argument de cardinal et de dimension, car on chercher justement a calculer

la dimension de E' x F'...

Soit (x,y) = E x F. Comme x € E et que (eq,...,e,) est génératrice de E
n

on peut écrire x = Y x;e; pour certains scalaires xy, ..., Tp.
i=1
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p
De méme y = > y; f; pour certains scalaires yq, . . .
i=1

, Yp- Alors on a directement

n p
=1 1=1

ce qui prouve que B est génératrice de ¥ x F.

Finalement dim(E x F') = Card(B) = n + p = dim(FE) + dim(F).
— Méthode 2.

11 suffit de montrer que I’application (clairement linéaire)

{ Kt — ExF
L (>\17"'7>\n7,u1a"'7:u’p) = Z?:lAi(eiaOF)_FZf:l,ui(OEafi)

est bijective. Or lapplication qui a (z,y) € E X F associe la famille des
coordonnées de z (dans (ey,...,e,)) suivie de la famille des coordonnées de
y (dans (f1,..., fp)) est clairement la réciproque de ¢.

Ceci prouve que E x F est de dimension finie et dim(E x F') = dim F+dim F.
L]

1.1.5 Corollaire

Soient Ej ..., E, des K-espaces vectoriels de dimensions finies. Alors H E; est de dimen-
i=1
sion finie et

dim (ﬁ E2> = zn:dim(E
i=1 i=1

Preuve.
Le cas n =1 est trivial et le cas n = 2 est le résultat précédent.

L’associativité du produit cartésien et de la somme d’entiers prouve immédiate-
ment ’hérédité d’une récurrence sur n et on conclut par le principe de récurrence.m

1.1.6 Exemple
dimR" = n, dimg C"* = 2n

1.2 Espaces supplémentaires

1.2.1 Définition
Soient E un K-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces. La somme de F et G est F+G =
{zp +2¢| zr € F et g € G}.

C’est un espace vectoriel qui contient F' et G, et on a méme F + G = Vect(F' U Q).

1.2.2 Famille génératrice

Si on dispose d’une famille (u;) génératrice de F et d’une famille (v;) génératrice de
G, alors la concaténation de ces familles engendre F' + G.
Ainsi, en dimension finie,

dim(F + G) < dim(F) + dim(G), dim(F + G) > dim(F), dim(F,+G) > dim(G)
1.2.3 Exemple
On se place dans R?.
1 -1
Donner une base de Py + Pou Py :x —y+22=0et P, =Vect([1],| 2 ]).
0 1
1 -2
Ona P, = Vect([1],] 0 ]) (en résolvant le systeme a 3 inconnue et une seule
0 1
équation, on a posé y, z comme parametres).
1 -2 1 -1
Alors PP+ Py, =Vect({ 1], 0 |,[1],] 2 |) (cette famille génératrice ne peut
0 1 0 1

pas étre libre car elle est de cardinal 4 dans un espace de dimension 3). On remarque la
présence de deux fois le méme vecteur. Alors

-2 1
=Vect(| O |),|1]|,{ 2])
1 0 1

P+ P

il reste a prouver que cette derniére famille est libre. Considérons sa matrice dans la base
-2 1 -1
canonique, M = 0 1 2
1 0 1

rapport a la premiéere ligne,

. Par Vopération L; + L1 + 2L3 puis développement par

1 1

det(M) = 1 9

+1 x

-

et donc M € GL3(R). Ainsi la famille de ses colonnes forme une base de R? donc est libre
et est une base de P; + Ps.

Deuxiéme méthode : P, C P, + P, C R? donc 2 < dim(P; + P) < 3. De plus,

1

dim(Py + Py) = 2 ssi Py + P, = P; (car P est un sous espace de Py + P).

Chap 4 : Compléments sur les espaces vectoriels



I Sommes et produits d’espaces

3/

(il ne vérifie pas I'équation) et donc P, + P» # P; et la seule possibilité restante est
d1m(P1+P2):3et dOIlCP]_—i-PQ:RS.
Finalement une base de P; + P; est la base canonique de R3.

1.2.4 Définition
Soient E un K-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces de E.
On dit que F et G sont supplémentaires dans E et on note £ = F @ G ssi

Vee E 3 (zp,2g) € FXGx=xp+2¢

Avec ces notations, z g est appelé le projeté de z sur F' dans la direction G (ou parallélement
a G) et zg le projeté de z sur G dans la direction F.

1.2.5 Lemme
Soient E un K-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces de E.

FxG — FE

est un isomorphisme.
(xp,zg) = zF+z0

FOG=F < <p:{

Preuve.
¢ € L(F x G, E) facilement.

La définition donnée est exactement la méme que celle de la bijectivité de ¢
(pour tout élément de I’ensemble d’arrivé il existe un unique antécédent par ¢.) m

1.2.6 Corollaire
En dimension finie, SI F = F @ G Alors dim(E) = dim(F) + dim(G).

Preuve.

Preuve.
Par définition, E = F + G ssi application ¢ est surjective car Im(¢) = F + G.

Montrons que ¢ est injective ssi F NG = {0g}.

Supposons que FFN G = {0g}. Soit (zp,2g) € F x G. On a (zp,zqg) €
ker(p) <= xp = —x¢ mais alors zp,xg sont alors des éléments de F NG et
donc zp = x¢ = 0. ¢ est donc injective.

Supposons réciproquement que ¢ est injective. Soit € F'N G (on montre que
x=0g).Onap(x,0g) =2 =¢0g,x) (calcul licite car z est a la fois dans F et ).
Or ¢ est injective et donc z = 0 et 0 = z. Finalement, on a bien FNG = {0z }.m

1.2.8 Théoréme (Théoréme de la base adaptée)
Soit F un espace de dimension fini et F, G des sous-espaces de E.

E = F @ G ssi la concaténation d’une base de I’ et d’une base de G est une base
de E. On dit que la base obtenue (par concaténation) est adaptée a la somme F & G.

Preuve.
Soient (fi,..., fp) une base de F et (g1,...,¢g,) une base de G.

Alors B = ((f1,08),...,(fp,0r),(08,91),...,(0g,gr)) est une base de F' x G
d’aprés la preuve du théoréeme [.1.4]

On sait que l'application linéaire ¢ est bijective ssi @(B) est une base de E.
Comme ¢(B) = (f1,.--, fp:91,---gr) le théoréme est une conséquence directe de
1L.2.5] [

Lorsque ¢ est un isomorphisme entre espaces de dimensions finies, on a

dim(F x G) = dim(FE).

1.2.7 Proposition
Avec les notations de la définition,

E=F+@G

E=F&G
0o = {FmG:{oE}

1.2.9 Proposition (Caractérisation des supplémentaires)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F, G deux sous-espaces de E.

E=F+G
dim(F) = dim(F) 4+ dim(G)

FnG={0g}
dim(E) = dim(F) 4+ dim(G)

la concaténation d’une base de F et d’une base de G est une base de E.

FaG@=F << {

—
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Preuve.
Il s’agit d’applique le théoreme de Grassman pour les deux premiers points. [

1.2.10 Exemple
Dans R? puis dans R3 trouver les espaces qui sont supplémentaires.

Dans R?, on a F & G = E ssi {F,G} = {{Or2},R?} ou F,G sont deux droites non
confondues.

Dans R?, on a F @& G = E ssi {F,G} = {{Ors},R3} ou F, G sont un plan et une droite
vérifiant que la droite n’est pas incluse dans le plan.

1.2.11 Définition
Soit E un K-espace vectoriel. Soient également F, G deux sous-espaces de E, supplémen-
taires dans F. Tout x € E s’écrit donc de maniére unique comme zp + xg avec rp € F

L E — , . N .
et rqg € G. L’application p : { A est appelé projecteur sur F' parallelement a
F
G (ou de direction G).
EFE — FE

L’application s : est appelé symétrie par rapport a F' parallele-

r +— T —ITg
ment & G (ou de direction G).
1.2.12 Tllustration

On représente les deux projections d’un vecteur u de R? sur les droites F et G supplé-
mentaires dans R2, avec les mémes conventions de notation que la définition. Pour obtenir

les projections, on a tracé en pointillés les paralleles a F et G passant par 'extrémité de u.
les projections sont obtenues par intersection de ces paralléles avec G et F respectivement.
Remarquons qu’on a bien u = up 4+ ug ou encore ug = u — up

1.2.13 Liens entre ces applications

1. On a les liens important entre ces applications : s = 2p — Id et p = #.

2. Sip’ et s’ désignent les projection et symétrie sur G et de direction F, on a p+p’ =
Id,pop’=0=p' op,s+s =0,s08 =5 os=—Id..

1.2.14 Méthode

Pour déterminer la projection p(x) d’un vecteur = sur F parallelement & G on exprime
deux conditions sur p(x) :

1. p(z) e F

2. z—px)eqG
1.2.15 Exemple

Soient u = <_11) et v= <_12> € R2. Alors (u,v) est une base de R? (deux vecteurs

libres dans un espace de dimension 2).
Ainsi F = Vect(u) et G = Vect(v) sont supplémentaires dans R? d’apres le théoréme
de la base adaptée. Notons p la projection sur F dans la direction G et déterminons p(X)

ou X = <x)
y

— On a p(X) € F et donc p(X) = au pour un o € R.
— Ona X —p(X) € G et donc X — p(X) = Bv pour un g € R.

Ainsi <;) =X=au+pv= <fa_—fﬁﬂ

Finalement, p(X) = au = (—z — 2y) (_11> _ (‘f +_22yy> _ (‘11 _22> @

-1 -2
On constate que p € L(R?) et est canoniquement associée a la matrice ( 1 9 >

> et donc —a = x + 2y.

Si on note s la symétrie associée, on a s = 2p — Idr2 et on en déduit sa matrice

canoniquement associée.

1.2.16 Théoréme
Soit F un K-espace vectoriel. Soient également F, G deux sous-espaces de E, supplé-
mentaires dans F

1. Soit p le projecteur sur F' de direction G. On a alors :
— pEL(E)

Chap 4 : Compléments sur les espaces vectoriels
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I

—p*=p
— kerp=G
— Imp=F =ker(Idg — p)

2. Réciproquement si f € L(E) vérifie f2 = f alors f est le projecteur sur Im(f) =
ker(f — Id) dans la direction ker(f) (et on a donc ker(f) @ Im(f) = E).

1.2.17 Théoréme
Soit F un K-espace vectoriel. Soient également F, G deux sous-espaces de E, supplé-
mentaires dans E

1. Soit s la symétrie par rapport a F' dans la direction G. Alors :
— s€GL(E) et s = Idg ie. s =571
— F =ker(s—Idg) = {z € E| s(x) =x}
— G =ker(s+ 1d) = {z € E| s(z) = —z}
2. Réciproquement, soit f € L(E). Si f2 = Idg alors f est la symétrie par rapport
a ker(f — Idg) parallelement & ker(f + Idg) qui sont donc supplémentaires dans

E.
1.2.18 Exemple
Soit n € N, n > 2. L’application de transposition T : { M"(Hja : /A\;ﬁ(K) est

linéaire et vérifie que T2 = T..

Ainsi T est une symétrie. C’est la symétrie par rapport a ker(T' — Id) = {M; MT =
M} = S, (K) par rapport & ker(T + Id) = A, (K). On retrouve ainsi que ces ensembles de
matrices sont supplémentaires dans M, (K).

La projection sur S,,(R) parallélement & A, (R) est alors p = =< M M+TMT

1.3 Somme et somme directe

1.3.1 Définition-Proposition
Soit E un K-espace vectoriel et F} ... F), des sous espaces de E.

P
1. La somme des espaces (Fj)icqip) est > Fy = {ur + - +up| up € Fretuy €
i=1

Fyet ... et u, € F,}. Cest le sous espace de E engendré par les F;

P p
2. On dit que la somme F = ) F; est une somme directe et on note F' = @ F; ssi
i=1 i=1
tout vecteur u € F' s’écrit de maniere unique sous la forme v = uy + --- 4 u, avec
Vi € [1,p] u; € F;.
La somme et la somme directe sont associatives, ce qui permet de justifier a posteriori
l'utilisation de > et @

Preuve.
1. 11 s’agit de montrer que Z?Zl F; est un sous-espace de E et que la somme
d’espace est associative. Nous allons le montrer dans le cas p = 3 et on pourrait
généraliser facilement (seule la formalisation est plus délicate). Montrons que

Fy+ Fy+ Fy =
—_————

cette définition

(Fi+F)+Fy =
N—— ———

somme de deux espaces

Fi + (F> + F3)
— —

somme de deux espaces

Soit © € Fy + F» + F3. Alors on peut écrire x = uy + us + usz ou u; € F; pour
i€ [1,3].

Alors ¢ = (u1 +UQ)+U3 S (Fl +F2)+F3 et x = u1+(u2—|—u3) S F1+(F2+F3)
et on a prouvé deux inclusions.

Soit maintenant z € (Fy + F») + F5. Alors on peut écrire x = u + ug ou
u € Fy + Fy et ug € F3 par définition de la somme de deux espaces. Comme
u € Fy + F5, on peut écrire u = uy + us ou u; € Fy et ug € Fy. Finalement
on a bien x € Fy + Fy + F5.

De la méme manieére Fy + (Fy + F5) C Fy + F> + F5 et on a bien

Fi+F+F3=(Fi+F)+Fs=F + (Fy+ F3)

ce qui prouve au passage que F} + F5 4+ F3 est un sous-espace de E en tant
que somme de deux sous-espaces.
On a alors Fy + F5 + F3 = Vect((Fy U Fy) U F3) = Vect(Fy U Fy U F3).

2. Comme la somme d’espaces est associative, la somme directe I’est aussi. m

1.3.2 Lemme

P
Soit E un K-espace vectoriel et Fy ... F), des sous espaces de E et notons F' = ) F;
i=1

p
p 11 — F
F= @ F < i=1 » est un isomorphisme.
i=1 (U1, . Up) = @
i=1

Chap 4 : Compléments sur les espaces vectoriels
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Preuve. II Espaces stables

La linéarité n’est pas difficile et comme pour|[.2.5|1a définition d’une somme directe

est la méme que la définition de la bijectivité. II.1 Endomorphisme induit

P
On peut remarquer en plus ici qu’on a prit /' = ) | F; comme ensemble d’arrivée  11.1.1 Définition
et donc 9 est toujours surjective. =t a Soit f € L(E) et F un sous-espace de E. On dit que F est stable par f ssi f(F) C F.
I1.1.2 Exemple
1.3.3 Remarque Soit f € L(E) et A € K. Montrer que F\ = ker(f — Aidg) est stable par f.
Le cas p = 2 est déja connu. La somme F+G est directe ssi F' et G sont supplémentaires Soit x € Fy. Alors (f — Ald)(x) = O et donc f(fy) —Ar = OE ou encore f(x) = Az.

dans F + G. Autrement dit Or F) est un sous-espace de E (car c’est un noyau d’endomorphisme) et donc Az € Fj.

Ainsi f(z) € F) et F) est effectivement stable par f.
F+G=FaG < FNG={0g}
11.1.3 Endomorphisme induit

1.3.4 Théoréeme ) Si F est stable par f alors on peut définir f|p : { Z : ?(x) la restriction de f a
Soient Fi, ..., F}, des sous espaces de E. La somme Z F; est directe ssi F (le détail important ici est 'espace d’arrivé qui est illégal si F' n’est pas stable).
=t Alors fip € L(F).
P
V(us, ... un) € I_IF2 u At tup=0p <= u=u=-=u =0z I1.1.4 Familles génératrices
i=1
o . . ) o Soit F' = Vect(e1,...,ep). F est stable par f ssiVj € [1,p]f(e;) € F. En effet f(F) =
Ainsi il suffit de vérifier que le vecteur nul posseéde une unique écriture sous forme Vect(f(e1), ..., fley)).
de somme. TP
I1.1.5 Proposition
Preuve. Soiegt f,g € L(F) deux endomorphismes d’un espace vectoriel E.
Clest une ré-écriture de ker(1h) = {0p} - Si fog=go f alors ker(f) est stable par g et ker(g) est stable par f
1.3.5 Définition-Proposition (Théoréme de la base adaptée) »
Soient F1,..., F), des sous espaces de E, de dimensions finies. Notons F' = ) Fj.
i=1 Preuve.
P T U , . _
F = @ F, ssi la concaténation de bases des F est une base de F. Il sufﬁt de montrer une stabilité d’apres la symétrie de 'hypothese fog=go f.
=1 Soit = € ker(f). Montrons que g(x) € ker(f). Or f(g(x)) = g(f(x)) = g(0g) =
Une telle base de F' est dite adaptée a la somme directe. 0p donc g(z) € ker(f). n
Preuve. . . .
On procede comme pour les supplémentaires en utilisant I’application . [ IL.2  En dimension finie
I1.2.1 Exemple x —r4+y+z
1.3.6 Exercice Considérons I'application f: |y | — | z—y+ 2
Trouver 3 espaces D1, Dy, D3 tels que R? = Dy @ Dy @ Ds. z rTH+y—=z

Chap 4 : Compléments sur les espaces vectoriels
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/0

2 0 1
Onposeu=[0]),v=[2],w=| 0 |, F = Vect(u,v) et G = Vect(w).
1 1 -1

Montrer que B = (u,v,w) est une base de R3, que F,G sont stables par f, calculer
Mat(uw)(fp),Mat(v)(fg) et Matg(f).

Réponse : Le déterminant dans la base canonique de (u,v,w) vaut -6 (faire 'opéra-
tion C3 « C3 — %C’l pour trouver un déterminant triangulaire.) et donc B est bien une
base de R3.

-2 -1
Ona f(w)=| 0 | = —2w € G et donc G est stable par f. De plus, f(u)=| 3 | =
2 1
3
—2u+ 30 (on a cherché a, 8 € R tels que f(u) = au+ Bv) et f(v)=|—-1| = 3u— v
1
et donc F est stable par f.
Ces calculs permettent d’écrire les matrices demandées
13 —3% %1 0
Mat(y,v) (fir) = < 3 _21> ; Maty) fig = (=2) et Matg(f)=| 3 -3 O
2 -2

ou les 0 sont la conséquence du fait que G est stable par f (seul w est nécessaire a 'ex-
pression de f(w)) et les 0 la conséquence de la stabilité de F par f (f(u), f(v) s’expriment
en fonction de seulement u et v).

I1.2.2 Théoréme
Soit F' un sous-espace de E, Br une base de F' que 'on compléte en une base B de
E. On note n = dim(FE) et p = dim(F')

F est stable par f ssi Matg(f) est de la forme (61 g) ol
— A€ My(K) (et on aalors A= Matg,(fir))
— B e Mpy,(K)
— C e M,_,(K)

— 0 représente la matrice nulle de M,,_,, ,(K)

Preuve.
On note M = (m; ;) = Matg(f) € M, (K).

Supposons F stable par f et notons, B = (eq, .. en) (les p premiers

5 EpyEptly- ey

n
sont dans F'). Pour j € [1,p], on a f(e;) = > m;je;. Les derniers termes de cette
i=1

P
somme sont nuls car e; € F, ainsi f(e;j) = _ myje;. Ceci prouve que les n - p
i=1
derniéres lignes de M sont nulles dans les p premieres colonnes.
Réciproquement, si M est de la forme annoncée, alors f(e;) n’a des coordonnées
que sur eq, ..., e, ie est dans F, et ce pour tout j € [1,p]. [

11.2.3 Exemple
Donner l'interprétation géométrique de I’endomorphisme f canoniquement associé a

1 0 0
A=10 cosf —sinf
0 sinfd cosf

Notons B, = (e1, €2, e3) la base canonique de R3, D = Vect(e;) et P = Vect(es, e3).

Alors D et P sont stables par f et on a D @ P = R? d’aprés le théoréme de la base
adaptée.

De plus, pour les vecteur de D, f est I'identité. Ainsi 'axe D est invariant par f.

De plus fip est une rotation d’angle 6 du plan P. On peut interpréter f comme la
rotation d’angle 8 autour de I'axe D.

III Hyperplans et équations

ITI.1 Hyperplans ()

I11.1.1 Définition-Proposition
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N\{0}. Soit H un sous-espace de E.

dim(H) =n—1 <= il existe un supplémentaire de H qui soit une droite.

Dans chacun de ces deux cas, on dit que H est un hyperplan.

Preuve.
Immédiat en appliquant le théoréme de la base incomplete pour =. ]

I11.1.2 Exemple
Les droites dans R2, les plans dans R3.

IT1.1.3 Droites supplémentaires

Soit H un hyperplan de E et D une droite. Ona HD = F < HND ={0g} <
D n’est pas incluse dans H.
Ainsi tout vecteur u ¢ H dirige un supplémentaire de H.
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II1.1.4 Formes linéaires

Soit f € L(E,K) une application linéaire dont I’ensemble d’arrivé est K (le méme que
dans “FE est un K-espace vectoriel”). On suppose que f n’est pas l’application nulle.

Alors Im(f) # {0k} et donc rg(f) > 0. Or, a priori, rg(f) < 1 et donc finalement
rg(f) = 1. Ainsi, d’apreés le théoréme du rang, dim(ker(f)) =n —1

Ainsi ker(f) est un hyperplan de E. Le théoréme suivant peut étre vu comme réciproque
de ce résultat.

IT1.1.5 Lemme
Soient f,g € L(E,K) deux formes linéaires.
ker(f) = ker(g) ssi f et g sont proportionnelles ssi il existe o € K* tel que g = af.

Preuve.

Remarquons que ker(f) = ker(g) est soit un hyperplan soit E (dans le cas ou
f =9 =0,(Ex)) On traite seulement le cas ker(f) = ker(g) = H un hyperplan de
E.

Soit u € E\H. Alors H @ Vect(u) = E. Alors f(u) € K* et g(u) € K* car u
n’est pas dans le noyau de ces applications.
Pour z € E, notons = xx + Au ol vk € ker(f) et A € K. On a alors

=g(x u) = Ag(u) = 9(u) u :M x
9(x) = g(zx) + Ag(u) = Ag(u) /\f(u)f( ) g(u)f( )
En posanta:%EK* on a bien Vz € E g(z) = af(x) L]

I11.1.6 Théoréme
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 0 et B = (€;);c[1,,] une base de

ay
Pour un hyperplan H il existe | : | € K" non nul tel qu'une équation de H dans
an
la base B soit ayjx1 + asxs + - - - + anx, = 0 ce qui signifie que z € E de coordonnées
Z1
(dans B) appartient & H ssi a121 + asa + -+ + ap2, = 0.
In
Toutes les autres équations de H dans B sont proportionnelles a celle-ci.

I11.2.1 Exemple
Donner l'interprétation géométrique de I’ensemble des solutions de

Preuve.

— Soit (u1,...,u,—1) une base de H. Soit € E
On a alors ¢ € F < « € Vect(uy,...,up—1) <= (u1,...,Up_1,2) est
like < detg(z,u1,...,un—1) =0.

Si on développe ce déterminant par rapport a la premiere colonne, on obtient
bien une équation de la forme z; X a1 + -+ x, X a, = 0 ou ay,...,a, sont
des déterminants de taille n — 1 composés de coordonnées des vecteurs u;.

aq 0

On doit maintenant prouver que | : | # | : | c’est a dire qu’au moins un
ap, 0

coefficient est non nul. Par I'absurde c’est évident, sinon tous les vecteurs

x € E vérifieraient I’équation précédente et on aurait £ C H ce qui n’est pas
par un argument de dimension.

Il nous reste a montrer que toute autre équation de H dans B est proportion-
nelle & I’équation trouvée ici (qui, a priori, dépend au moins du choix de la
base de H).

EF — K
n
x> ary
i=1
est H. Une autre équation de H est donnée par g € L(E,K) telle que ker(g) =
H = ker(f). Par les lemme précédent ¢ = af et les équations sont bien
proportionnelles. [

Notons f : . 11 s’agit d’une forme linéaire dont le noyau

III.2 Systémes d’équations

204+y—2=0
z+2y+2=0

Il s’agit d’une droite vue comme intersection de deux plans de I’espace.

I11.2.2 Systeme et théoréeme du rang

On considere un systeme linéaire homogene a n équations et p inconnues noté matri-
ciellement AX = 0 ou l'inconnue est X € KP et A € M,, ;.

L’ensemble des solutions est ker(A) est de dimension p — rg(A4). Cette dimension est
exactement le nombre de parameétres a poser pour résoudre ce systéme. rg(A) est le nombre
d’équations restantes une fois le systeme échelonné.
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I11.2.3 Intersection d’hyperplans

Soient Hy,...H, des hyperplans de I de dimension n > p et B une base de E.
L’intersection H; N HyN---NH, est I'ensemble des solutions d’un systeme S a n inconnues
(les coordonnées dans B) et p équations. Le rang de S est au maximum p donc l'ensemble
des solutions (notre intersection) est de dimension au moins n — p.

Quel est le cas d’égalité pour les dimensions ?

I11.2.4 Théoréme
Soit E de dimension n > 0 et p < n.

1. Dintersection de p hyperplans de E est de dimension au moins n — p.

2. réciproquement, tout sous-espace de dimension p est 'intersection de n — p
hyperplans (et posséde donc un systéme d’équation & n — p équations et n
inconnues dans une base fixée de E).

Preuve.
Il nous reste a prouver le deuxieme point.
Soit F' un sous-espace de E de dimension p. Notons (e, ..., e,) une base de F
Ty
et complétons cette base en B = (ey,...,e,). Soit x € F et ses coordonnées
Tp

dans B. Alors x € F' <= xp41 =0¢et ... et x, =0.
Si on note H; : ; = 0 pour ¢ € [p+ 1,n] des hyperplans décrits par leurs
n
équations dans B, alors F' = [\ H;. On obtient bien n — p hyperplans ie. n —p

i=p+1
équations. [
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