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1 Espaces vectoriels 3

Dans tout le chapitre, K désignera un corps qui sera pour nous R ou C.

I Espaces vectoriels

I.1 K-espace vectoriel

1.1.1 Exemple
Dans R? ou R? considérés comme des ensembles de vecteurs (on munit le plan et 'espace d'un ROND et on identifie
vecteurs et coordonnées) on a les opérations suivantes :

— Somme de vecteurs : (g) + (2) = (Zi;)) On a déja vu qu’alors + est associative, commutative, posséde un

neutre (le vecteur nul) et tout vecteur posséde un opposé.

— Multiplication par un scalaire : A (Z) = (i‘\Z)

1.1.2 Exemple
L’ensemble des polynomes, celui des solutions d’une EDL homogene, certains ensembles de fonctions peuvent également
étre munit d’une multiplication par un scalaire.

ExE — E

Soit E un ensemble munit d’une opération notée + (2,y) = o4y
Y

1.1.3 Définition
{ et d’une loi “externe” définie par

{ KxE — E
(ANz) — Az
L’hypothése cachée ici est que le résultat de l'opération est encore dans E.
On dit que E est un K-espace vectoriel ssi
+ est associative ieVu,y,2 € E (x +y)+z=2+ (y + 2).
+ posséde un neutre noté Og tel queVxr € E Op +x =2+ 0p
+ est commutative te Ve,y e FEx+y=y+=x
Tout x € E posséde un opposé noté —z tel que x + (—x) = (—z) + = = 0g.
Vo,y € EVAe K A(z+y) = Ao+ Ay
Ve € EVA, pn e K A+ p)x = Az + px
Vo € EVA\ p e K (Ap).x = A.(p.x)
8. Ve € FE lg.x = x.

Les éléments de E sont alors appelés vecteurs (et Og est le vecteur nul) et ceur de K scalaires. La loi + est l'addition
de l’espace vectoriel et la loi . est la multiplication par un scalaire.

NS G o v~

I.1.4 Notation

1. Bien que les éléments de E soient appelés vecteurs, on ne les munit pas de fleches. On réserve celles-ci aux
vecteurs du plan et de ’espace.

2. On écrira extrémement souvent K-ev en lieu et place de K-espace vectoriel.
1.1.5 Définition
Soit E un espace vectoriel et x1,...,x, € E™. Une combinaison linéaire de x1,...,x, est un vecteur de la forme
n
Z )\11’1 ou )\1 € K.
i=1

C’est bien un vecteur de E car les deux lois sont d valeurs dans E. La notation ) est justifiée par le fait que +
est associative.

Explication C’est I'expression générale qu’on peut obtenir en utilisant les deux lois de E sur n vecteurs. On verra
plus tard des conditions particulieres d’existence et d’unicité de telles expressions.

1.1.6 Proposition
Soit E un K-ev.

1. Soient \€¢ Ketx e E. Alors \\x =0 < A=0ouz=0.
2. Soit x € E. Alors —x = (—1).x.
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4 1 Espaces vectoriels

Preuve.
1. — Onmn a d’abord 0.z = (0 + 0).z = 0.z + 0.z (propriété 6). Comme on peut soustraire 0.z on obtient
De plus A\.0 = X\.0 + X\.0 (propriété 5 cette fois) et donc de la méme maniére A\.0 = 0g.
— On suppose maintenant A.z = 0. Si on a de plus A # 0 alors A admet un inverse dans K et on a
A 10g =0g = AL (\x) = (A1)\).z (propriété 3) et comme 1.z = x on obtient x = 0.
2. On a maintenant (1x + (—1k)).z =z + (=1).2z = 0g donc —z = (—1).z. L]

Explication 1l est important de bien voir que les propriétés qu’on impose sur les vecteurs d’un K-ev sont des
propriétés "naturelles" des vecteurs classiques du plan et de l’espace, et il est vraiment important d’essayer de se
représenter les propriétés des ev dans le plan est ’espace.

1.2 Exemples
I.2.1 Corps

1. C est un R-ev.
2. Tout C-ev est aussi un R-ev.
3. R n’est pas un C-ev car la multiplication scalaire n’est pas interne (& valeurs dans R).
1.2.2 Exemple
Pour n > 1 un entier, K" peut étre munit d’une structure de K-ev : on effectue les sommes et les produits par un

scalaire coefficient par coefficient.
Cas particuliers : R? et R3 ot les vecteurs sont souvent notés avec des fleches.

1.2.3 Exemple
K[X] est un K-ev.

1.2.4 Exemple
M, »(K) est un K-ev.

1.2.5 Proposition (Applications)
Soit X un ensemble et E un K-ev. On munit Uensemble EX = F(X, E) (I’ensemble des fonctions de X dans E)
de deux lois. Si f,g € F(X,FE) et A € K on pose

X — FE X = FE
erg:{ x = f(z)+g(x) et)\.f:{ x = Af(x)

Ces deux lois font de EX un K-ev.

Preuve.
Soient f,g,h € EX, \,u € K et z € X. On alors

— (f+(g+h)(z) =((f+g)+ h)(x) par associativité de + dans E.
La commutativité de + provient de la méme facon de la commutativité dans F.
La fonction x — Og est clairement neutre pour +.
— La fonction « — — f(x) est alors 'opposé de f. ]
La vérification des propriétés de la loi externe n’est pas plus difficile. ]
1.2.6 Exemple
1. Soit I un intervalle de R. Alors R est un R-ev.

2. L’ensemble des suites & valeurs dans K = R ou C est un K-ev.
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1.3 Sous-espaces vectoriels

1.3.1 Définition
Soit E un K-ev et F' une partie non vide de E. On dit que F' est un sous-K-espace vectoriel de E (abrégé sous-ev ou
sev) si F' est un K-ev pour les lois de E restreintes a F' (en particulier il est stable par ces lois).

1.3.2 Exemple
Un cercle n’est pas un sous-espace de R2.
Dessin avec un droite ne passant pas par O.

1.3.3 Proposition
Soit F C E un K-ev. Alors F est un sev de E

— <= 0g € F et F est stable par combinaison linéaire, ie Vr,y € F¥A\,p € K Ao + py € F.

— <= 0g € F et F est stable par addition (Vx,y € F x+y € F) et F est stable par multiplication par un
scalaire (VA € KVz € F Az € F).

Preuve.
On va prouver seulement la seconde équivalence. La premiére n’en est qu’une forme concise.

— Si F' est un sous-espace vectoriel alors Og est le neutre pour + dans F' en particulier Oy € F. De plus,
les lois de E restreintes a F' sont a valeurs dans F' donc F' est stable par la multiplication scalaire et
I’addition.

— Réciproquement, si F' C F contient O et qu’il est stable par les lois de E, montrons que ces lois font de
F un K-ev.

— F contient O, est stable par + et par passage a 'opposé (multiplication par —1 € K). Ainsi + qui
est trivialement commutative et associative par restriction possede également un neutre DANS F et
tout élément de F' posséde un opposé DANS F.

— Soient A, p € K et ,y € F. En particulier z,y € F et donc
A+ )z = x+ pz, Maz+y) =+ Ay, AMpz) = (Ap)z et 1o = .

Ainsi F est un K-ev.

1.3.4 Remarque

Ce résultat est fondamental pour la pratique car on pourra souvent se ramener a la preuve que untel est sev de
untel plutot que de revenir a la définition. C’est en effet beaucoup plus rapide de montrer une simple stabilité par c.l.
que de re-prouver les 8 propriétés de la définition.

1.3.5 Exemple
Soit E un K-ev. Alors E posséde au moins deux sev qui sont E et {Og}.

1.3.6 Exemple
1. Soient a,b € R tels que (a,b) # (0,0). On pose D. = {(z,y) € R?*|ax + by + ¢ = 0}. A quel condition sur ¢ € R
I’ensemble D, est une sev de R? ? La droite doit passer par 0.

2. Soient a, b, ¢ € R. L’ensemble {(z,y, z) € R3| az+ by +cz = 0} est un sous-espace vectoriel de R3. Interprétation
géométrique ?

3. On rappelle que K,,[X] est 'ensemble des polynémes & coefficients dans K de degré au plus n. Alors K,,[X] est
un sev de K[X].

4. Lensemble des suites réelles bornées est un sev de RY. I’ensemble des suites bornées est un sev de RY. En effet

XO(1) +#0(1) = O(1).

Explication On fait de la géométrie des vecteurs, qui sont tous censés étre d’origine 0, donc tous nos objets géomé-
triques (droites, plans) passent par 0. De plus les ev et sev sont des objets "droits" et pas "courbés".

En particulier les droites géométriques qui sont des sev sont de la forme O + Vect(&) = Vect (&), ce qui justifie a
posterior: la notation.
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6 II Bases

1.3.7 M-exemple

Les solutions d’une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1 ou 2 a coefficients constants forment un sev
de C>*(I,R).

1.3.8 Exercice
1. Montrer que C(I,R) est un R-ev.

2. Montrer que l’ensemble des suites réelles convergentes est un R-ev.

1.3.9 Théoréeme
Soit E un K-ev. Toute intersection (éventuellement infinie) de sev de E est un sev de E.

Preuve.

Soit (F});er une famille de sev de E. On pose F'= (| F; ={x € EVi € I z € F;}.
iel
Comme Vi € I Og € F; (ce sont des sev) on a O € F. Soient maintenant x,y € F et A\, u € K. Comme
Vielx,ye F,onaViel  x+ puy € F; et donc F est stable par combinaison linéaire.

Ce deux faits font de F' un sev de FE. n

1.3.10 ATTENTION

La réunion de deux sev n’est en général par un sev. Se représenter la réunion de deux droites distinctes du plan
passant par 0 : ce n’est ni une droite ni un plan.

I.4 Résumé des exemples
I.4.1 R-espaces vectoriels

Les ensembles suivants sont des R-ev : R” pour n > 1, C” pour n > 1, R[X], C[X], R, [X], C,[X], M, ,(R), M, ,(C),
tous les RY, RN, C!, CV, les droites du plan passant par I’origine, les plans et les droites de 'espace passant par I’origine,
les ensembles C* (I, R)

1.4.2 C-ev

Les ensembles suivants sont des C-ev : C*, C[X], M,, ,(C), les suites et fonctions complexes (C! et CV), les fonctions
C*(1,C).

IT Bases

II.1 Sev engendrés

I1.1.1 Définition-Proposition

Soit E un K-espace-vectoriel et ey,...,e, € E. L’espace vectoriel engendré par ey,...,e, est Vect(ey,...,en) =
{)\161 =+ -+ /\n8n|)\1, ceyAp € K}
C’est un sous-espace de E et tout espace G qui contient ey, . .., e, vérifie Vect(e,...,e,) C G. (on dit que l’espace
engendré est le plus petit espace au sens de linclusion qui contienne les vecteurs eq, ..., ey,).
Preuve.

Posons F = {\e1 + -+ Apen|A1, ..., Ay € K}, Alors F' contient Og (prendre A\; = Og) et est stable par c.l.
(regrouper les sommes et factoriser par les vecteurs) donc est un sev de E.

Soit maintenant un sous-espace G de E qui contienne eq,...,e,. Alors, toute combinaison linéaire de la
forme Y1 | A\ie; (avec les \; € K) est encore dans G par stabilité par c.l. et donc F C G. n
II.1.2 M-Ex

Si u € FE alors en particulier Vect(u) = {A.ulX € K} que l'on note Ku. C’est la droite vectorielle engendrée (ou
dirigée) par u. On parlera de droite y compris quand u est un polynéme ou une fonction...
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I1.1.3 Définition
Soit E un K-ev. On dit que (e1,...,e,) est une famille génératrice de E (ou engendre E) ssi E = Vect(ey,...,e,),
c’est a dire si tous les éléments de E peuvent s’écrire comme combinaison linéaire des e;, ou encore

Vu€ B3I, ) €K  u=3 e
i=1

I1.1.4 Exemple 1 0
1. R?= Vect((0> , <1>)

2. La droite d’équation ax + by = 0 est aussi Vect( <_ab) )-

1 0 0
3. RE=Vect([O],[1],[0]).
0 0 1

4. Ro[X] = Vect(1, X, X2,..., X").

I1.1.5 Exemple
Soient u, v non colinéaires dans R2. Alors ils engendrent un plan et donc n’engendrent pas R3.

I1.1.6 Solutions d’un systéme linéaire homogéne

L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogene est toujours un sev de RP ou p est le nombre d’inconnues.
Il y a exactement p — r vecteurs notés dans le symbole Vect, ol r est le rang du systéme.

I1.1.7 Exemple
On considére I'équation différentielle complexe ay” + by’ + cy = 0 (discriminant non nul). Alors I'ensemble de ses
solutions est Vect(x — e™* x> e™%) ol r1 et 9 sont les racines de 1’équation caractéristique.

I1.1.8 Méthode

Pour prouver que F' est un K-ev on pourra :
1. prouver que c’est un sev d’un K-ev connu.

2. exhiber des vecteurs ey, ..., e, tels que F =Vect(ey,...,e,). Exemple : 22 +y — z = 0 dans Pespace.

I1.1.9 Proposition
Si F,F' sont deuz sev de E un K-ev et F'= Vect(f1,... fn) alors F C F' ssi f1,...fn € F'.

Preuve.
En effet, F est le plus petit (au sens de I'inclusion) sous-espace de E contenant f1, ... f, (ceci prouve 'implication
non triviale). ]

I1.1.10 Proposition (Modification de famille génératrice)
Soit E un K-ev et (e1,...,e,) une famille de vecteurs de E. On note F = Vect(ey,...,e,).

1. On ne change pas F' en échangeant deux vecteurs.

2. Si ey =0g alors F = Vect(ea,...,e,) (en combinant ces deuzx points, on peut donc retirer tout vecteur nul
d’une famille génératrice).
3. On ne change pas F' en effectuant une opération élémentaire e; <— Xe; (A € K*) ou e; < e; + Xej (1 # j).

On peut donc remplacer un vecteur par une combinaison linéaire des e; a condition que le coefficient du
vecteur que l’on remplace soit non nul.

Preuve.
Les deux premiers points sont triviaux (regarder les cl. qui composent F).
On change e; en ¢} par une opération élémentaire et on note F’ I’espace vectoriel nouvellement engendré.
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Alors ey, ..., e, (sauf e;) sont dans F’ par définition. De plus e; = %e;» ou e; = e; — \e; (suivant Popération
effectuée) et donc e; € F’. Ainsi F C F’ d’aprés la proposition précédente.

De plus on a clairement e € F et donc F' C F d’apreés la proposition précédente.

Ainsi F = F". m
I1.1.11 Corollaire
On peut oter un vecteur combinaison linéaire des autres dans une famille génératrice en conservant le caractére
générateur. On ne modifie pas l’espace engendré par une famille de vecteurs en lui faisant subir une ou plusieurs
opérations élémentaires.

I1.1.12 Exemple 1 2 1 0
Réduction dans R3 de la famille v; : [ 1] ,v9: (2] ,v5: [5]),va: [1]. On écrit les vecteurs en colonnes et on
0 2 9 2
note & chaque étape les opérations effectuées sur les colonnes :
121 011100110 01 10 01 0 01 00
1 2 5 1)1 0 5 1|1 0 5 1 1 0 5 0 1 0 0 00 1 0O
0 2 9 200 0 9 20 0 9 2 0 0 9 1 0 00 110 0 1

Ca<—Ca—Ch—Cy C1<—Ci—Cs  Ca<—Cy4—Cy Ca<—Cs—5C1—Cs—9Cy
Cy<—3C4

I1.1.13 Exemple
— Réduire Vect(1, X2, (X + 1)?).
— On prend ey, ez, e3 une base de R®. Montrer que F = Vect(e; + ez, ea + e3,e1 — e3) est inclus dans un plan de
I’espace.

I1.2 Familles libres

I1.2.1 Définition
Soit E un K-ev et (€;);c[1,n] une famille de vecteurs de E.

1. On dit que (e;); est lide s’il existe M1, ..., N\, une famille de scalaire non tous nuls tels que

i: )\iei =0
=1

C’est a dire qu’il existe une combinaison linéaire des e; qui soit nulle sans que tous les coefficients le soit. On
dit aussi que les e; sont linéairement dépendant.

Ex : La famille ((?) , <_31> , (}1)) est liée dans R%. En effet le troisiéme vecteur est la somme des deux

premiers.
2. Si(ei)ieqi,n] n'est pas lice, elle est dite libre (ou linéairement indépendante). C’est a dire que pour toute famille
(A, ) €K

n
D Xiei=0= M\ =..=X, =0.
i=0

En particulier une famille libre ne contient jamais le vecteur nul.

Explication 1l faut comparer la situation d’une famille libre/liée & un systéme linéaire dont on peut éliminer une
équation ou non.

I1.2.2 M-Remarque

Une famille est liée ssi un de ses vecteurs est une combinaison linéaire des autres : on prend un vecteur de coefficient
non nul et on l’isole...
Donc une famille est libre ssi aucun de ses vecteurs n’est une combinaison linéaire des autres.

11.2.3 Exemple 1 0
1. Les vecteurs e; = <0> et eg = (1) forment une famille libre de R2.

1 0 2
2. Montrer que | 1], 1] et | 0] forment une famille libre de R3.
2 4 1

I1.2.4 Définition
Dans E un K-espace vectoriel.
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1. Deux vecteurs liés sont dits colinéaires.
2. Quand trois vecteurs forment une famille liée, ils sont dits coplanaires
I1.2.5 Exemple
1. On prendra garde au fait que la liberté d’un famille dépend du corps des scalaires. Par exemple (1,7) est libre
dans C considéré comme R-ev car a + bi = 0 avec a,b € R implique que a = b = 0.
Mais (1,4) est liée dans C en tant que C-ev car (—i).1 + 1.7 = 0.
CNS pour qu’une famille de deux vecteurs du plan soit libre ?
Et trois vecteurs dans ’espace 7
La famille (1, X, ..., X™) est libre dans K[X]. En effet un polynéme est nul ssi tous ses coefficients sont nuls.

La famille e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) est une famille libre de K™. Il suffit d’"identifier" les coefficients
des vecteurs.

U

I1.2.6 M-Exemple

Toute famille de polyndémes dont les degrés sont tous différents est libre.

I1.2.7 Théoréme
Soit E un K-ev

1. Une famille qui contient le vecteur nul est liée (ie. n’est pas libre).
2. Si on ajoute a une famille libre un vecteur non combinaison linéaire des vecteurs de cette famille, alors la
famille obtenue est encore libre.

3. On peut effectuer une opération élémentaire sur une famille sans changer son caractére libre ou liée (une
famille libre reste libre, une famille liée reste liée).

Preuve.
1. En effet il suffit de prendre comme coefficients dans la combinaison linéaire uniquement des 0 sauf le
coefficient du vecteur nul pour prouver que la famille n’est pas libre.
2. Soit (e1,...,e,) € E™ une famille libre. Soit également e, ;1 non combinaison linéaire des (e;);e[1,n], c'est

n+1
a dire e, 1 ¢ Vect(e,...e,). Si on a pour une famille de scalaires (A;)ie1,n+1], 2. Ai€; = 0 alors deux
i=1

cas se présentent

— Ap+1 = 0 et on a une combinaison linéaire nulle de ey, ..., e, donc chacun des \; est nul.
n
— Ap+1 # 0. Mais alors e,41 = *ﬁ 231 Aie; ce qui n’est pas.
i=
3. On note e} 1 vecteur obtenu & partir de e; par une opération élémentaire (qui n’est pas un échange de
vecteur...).
Si la famille (eg,...,e,) est libre alors e; ¢ Vect(ea,...,e,) et donc €] non plus (par 'absurde, sinon €
Pest immédiatement). Ainsi (€], ea, ..., e,) est libre.

La réciproque est prouvé dés que l'on s’apergoit que 'on peut exprimer e; en fonction de e} par des
n

relations similaires : e; = 1€} oue; =€} + Y (=\;)e;.
i=2

I1.2.8 Méthode

Pour prouver qu’une famille est libre, on revient a la définition ou on essai de réduire la famille (opérations sur les
vecteurs, c’est & dire les colonnes).

I1.2.9 Exemple 1 9 1
Etudier le caractere libre ou lié de la famille <_2> , (3> , <1)

11.2.10 Remarque

1. Une famille & un vecteur est libre ssi ce vecteur est non nul.
2. Une famille contenue dans une famille libre est libre.

3. Une famille qui contient une famille liée est liée.
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10 II Bases

II.3 Bases

11.3.1 Définition
Soit E un K-ev et (e1,...,e,) € E™. On dit que E est une base ssi

n
Yue E N xy,...,zn) EK" u=1x161 + -+ xpn6H = Z:E,»ei
i=1

I1.3.2 Définition

Soit E un K-ev possédant une base (eq,...,e,). Soit également uw € E. On appelle coordonnées de u dans la base
T
n
(€1,...,en) Vunique famille | : | € K™ telle que )  z;e; = u.
i=1
T ’
Pour k € [1,n], le scalaire x) est la kéme coordonnée de u dans (eq, ..., ey,).

I1.3.3 Proposition

Soit E un K-ev et (e1,...e,) € E™. La famille (eq, ..., e,) est une base de E ssi elle est libre et génératrice ssi

. K" — E
©: ()\1,...,)\n) — Zz;l)\iei

est une bijection, c’est a dire que pour tout y € E (arrivé) il existe une unique famille de scalaires (A1, . ..

telle que y = Y \e;.
i=1

K2

a)‘n)

Preuve.
— Supposons que (eq,...,e,) est libre et génératrice

Soit y € E. Comme Vect(ey,...,e,) = E (génératrice), il existe des scalaires (A1,...,A,) tels que y =
n

> Nie;. @ est surjective.
i=1

n n

Mais si on avait y = Y. pse; alors > (A — pi)e; = O par différence. Comme la famille (e;) est libre,
i=1 i=1

Ai = p; pour tout 7 € [1,n]. Ceci prouve l'unicité ainsi que Uinjectivité de .

Supposons réciproquement que ¢ est bijective.

Montrons d’abord que la famille (eq,...e,) est génératrice, c’est & dire que tout élément y € E est une

combinaison linéaire des e;. Or @ est surjective donc y admet au moins un antécédent (A1,...,A,) tel que
Y= Enjl Ai€;.

Monztz"ons maintenant que la famille est libre. Supposons pour cela qu’on l'on ait une famille Aq,..., A\,
de scalaires tels que >, = 0g. Mais comme ©(0,...,0) = Og et que ¢ est injective, A; = 0 pour tout
i e [1,n]. e

I1.3.4 Exemple
1. La famille e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) est une base de K™ appelée base canonique
de K.

. . 1
Trouver les coordonnées dans la base canonique de R? du vecteur (_ 2).

2. La famille (1, X,...,X™) est une base de K,[X] appelée base canonique de K,[X]. Dans Ky[X], trouver les
coordonnées dans la base canonique de X2 — X + 1.

I1.3.5 Exercice 1 1
Montrer que B = (( ) , (_2>) = (uy,uz) est une base de R?.

1

Calculer alors les coordonnées de ey et es les deux vecteurs de la base canonique dans cette nouvelle base.
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III Espaces de dimension finie

III.1 Bases incompléete

II1.1.1 Définition
Soit E un K-ev. On dit que E est de dimension finie si E possede une famille génératrice finie.

I11.1.2 Exemple
1. K" et K, [X] sont de dimension finie.

2. K[X] n’est pas de dimension finie (cf TD).

II1.1.3 Théoréme (Théoréme de la base incompléte)
Soit E # {0} un K-ev de dimension fini, engendré par e, ..., e,. Soit de plus (f1,..., fp) une famille libre de E.

Alors on peut compléter la famille (f1, ..., f,) en une base de E en lui ajoutant certains ey,.
Preuve.
On construit d’abord une famille B & partir de (f1,..., f,) puis on montre qu’elle est libre et génératrice. La

présentation est algorithmique

Au départ on pose By = (f1,..., fp)-

Pour chaque k € [1,n], si e est indépendant linéairement de By_; (c’est a dire si By_1 U {ex} est libre, ou
encore ey, ¢ Vect(Bj_1)), alors By, = Bi_1 U {ex}, sinon By, = By_1 FinPour

On va maintenant prouver que la famille B,, construite ainsi est une base. Elle est libre par construction.

Pour montrer que B,, engendre F il suffit de montrer que tous les éléments d’une famille génératrice de F
sont cl. des éléments de B,,. On va le faire pour (ey,...,e,). Soit donc k € [1,n] et supposons que ej n’est pas
un vecteur de B, (sinon, la combinaison linéaire est triviale...). C’est qu’alors il n’a pas été ajouté a la famille
B,, dans le passage n°k de la boucle et donc qu’il est combinaison linéaire d’éléments qui étaient déja présent
dans By_1, donc a fortiori d’éléments de B,,. n

II1.1.4 Corollaire
Tout espace vectoriel (différent de {0}) de dimension finie admet une base.

Preuve.
Si (e1,...,en) est une famille génératrice, on applique le théoréme de la base incompléte & (u) tel que u # 0 (il
en existe un car E # {0}). L]

II1.1.5 Corollaire
Soit E # {0} un K-ev de dimension finie.

1. De toute famille génératrice on peut extraire une base.

2. Toute famille libre peut étre complétée en une base.

I11.1.6 Exercice
Dans R3, on pose F =Vect((1,-5,7),(2,6,8),(3,1,15), (1,11,1)). Trouver une base de F.

ITI1.2 Dimension

II1.2.1 Théoréme
Soit n = 1 un entier. Dans un K-ev de dimension finie engendré par n vecteurs, une famille libre au plus n
éléments, c’est a dire que toute famille de n + 1 vecteurs est liée.

Preuve.
— Casn=1. On a E = Vect(z). Prenons y;, y2 une famille de deux vecteurs et montrons qu’elle est liée. Si
ces deux vecteurs sont non nuls (Pautre cas est trivial), on a y; = Az et y2 = Aoz (avec A, A2 € K) et
donc A2y1 — A1y2 = O est & coefficients non nuls done (y1,y2) est liée.

On vient de montrer que deux vecteurs dans une méme droite sont forcément colinéaires.
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— Soit n > 2 et supposons le théoréme acquis pour n — 1 ie toute famille de n vecteurs dans un espace
engendrée par n — 1 vecteurs est liée. On pose E = Vect(ei,...,e,) et (Y1,...,Yns1) € E"L. Montrons
que (Yi)ie[1,n+1] est lice.

n
Pour cela on traduit le caractére générateur par les combinaisons linéaires y; = > A, je; pour tout
j=1
i € [1,n 4+ 1]. Deux cas se présentent :
1. Vie [1,n+1] Aip =0. Alors y1,...,y, € Vect(er,...,ep—1) donc (y1,...,y,) est liée par hypothese
de récurrence et donc (y1,...,Ynt1) aussi.

2. Au moins un des A, ,, est non nul. Quitte a échanger deux vecteurs (sans changer le caractere libre ou
)\i,n

Nt1n Intl (on
élimine par opération élémentaire la composante sur e,,). Et alors (y1,...,y,,) € Vect(e1,...,en—1) €t
est donc liée. Il s’en suit que (Y1, ..., Y., Ynt1) est liée. Ainsi (y1,. .., Yn, Ynt+1) est liée (les opérations
élémentaires ne changent par le caractére libre ou lié)

1i¢, rappelons le), on prend A,+1,, 7 Ok. Alors on pose pour tout i € [1,n], y; = y; —

Dans tous les cas (y1,- .-, Ynt1) st lie.

— Conclusion : par récurrence, le théoréme est valable pour tout n > 1.

Explication Il faut comparer ceci au résultat : le rang d’une matrice a n colonnes et n+ 1 lignes est au plus n, donc
on peut faire apparaitre au moins une ligne de 0, ce qui prouve que la famille des lignes est liée.

I11.2.2 Exemple
1. Une famille libre du plan R? posséde au max 2 vecteurs.

2. une famille génératrice de I’espace R? posséde au moins 3 vecteurs.

II1.2.3 Théoréme
Soit E un K-ev de dimension finie. Alors toutes les bases de E ont le méme cardinal.

Preuve.
On suppose E # {0} sinon il n’a pas de base (et donc elles ont toutes 0 élément). Dans ce cas il en posséde au
moins une d’apres le théoreme de la base incomplete. Soient B, B’ deux bases de F de cardinal n,n’.

Comme B est génératrice et B’ libre, on a n’ < n. Comme B’ est génératrice et B libre on a aussin < n’. m

I11.2.4 Définition
Soit E un K-ev de dimension finie. Le cardinal commun de toute ses bases est appelé dimension de E et noté dimg E
ou dim E.
Dans le cas dim E = 1, on dit que E est une droite vectorielle, et si dim E2 = 2 on dit que E est un plan vectoriel.
La dimension est donc le nombre de coordonnées d’un vecteur de E dans n’importe quelle base de E.

I11.2.5 Exemple
.dimFE =0 < E={0}
. La dimension dépend du corps. Par exemple dimg C = 2 (car (1,4) est une base) mais dim¢ C =1

1
2
3. Plus généralement dimg K =1 car (1) est clairement une base.
4. dimgrR" =n

5

cdimg K, [X]=n+ 1.

II1.2.6 Corollaire
Dans un K-ev de dimension n toute famille libre a au plus n éléments et toute famille génératrice au moins n.

IT1.2.7 Exemple
1. SI @, 7, € R? sont 3 vecteurs du plan alors ils sont liés, en particulier au moins 'un est cl des autres. On
retrouve le fait bien connu que 3 vecteurs sont toujours coplanaires.

2. Si i, v € R3 sont deux vecteurs de 1’espace alors ils n’engendrent pas R? : deux vecteurs engendrent au maximum
un plan mais pas un espace de dimension 3, il nous faudrait au moins 3 vecteurs pour ¢a (& condition qu’ils
forment une famille libre ie soient non coplanaires car ils sont 3)
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I11.2.8 Proposition

Soit E un K-ev de dimension n et B = (e1,...,en) une famille de cardinal n. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes

1. B est une base.
2. B est génératrice.

3. B est libre.

Autrement dit une famille libre a n éléments est génératrice et une famille génératrice a4 n éléments est libre.

Preuve.
Il n’y que deux implications & montrer car 1) implique trivialement 2) et 3).

— 2) = 1). Si B est génératrice, on peut en extraire une base d’apres le théoréme de la base incompléte.
Mais cette base est alors de cardinal n c’est a dire que c’est B en entier.

— 3) = 1). Cette fois on compléte B en une base qui est toujours de cardinal n et donc encore une fois B est
une base.

I11.2.9 Remarque

En pratique on prouve seulement 1'un des deux quand la famille dont on dispose a le bon cardinal.

IT1.3 Dimensions usuelles

I11.3.1 Exemple
Pour n € N\{0},

1. dimg(K") =n
2. dimg(C"™) = 2n
3. dim(K,[z]) = n 4+ 1 méme pour n = 0.

I11.3.2 Proposition
Soit E, F deux K-ev de dimension finie. Alors ExF est unK-ev de dimension finie et dim(Ex F) = dim E4+dim F'.

Preuve.
Soient (eq,...,ey,) une base de E et (fi1,..., fp) une base de F. On consideére la famille

B = ((elaOF)a"'7(envOF)v(OEvfl)v"'a(OEafp)))

. On va montrer que c’est une base de E' x F.
Il suffit de montrer que "application

) { K'? — ExF
v ()\1,...,)\71,”1,...,/11;) — Z;L:lAi(ei,OF)+Z€:1ui(0E’fi) n
est bijective. Or lapplication qui & (z,y) € E x F associe la famille des coordonnées de x (dans (ey,...,e,))
suivie de la famille des coordonnées de y (dans (f1,..., fp)) est clairement la réciproque de ¢.
Ceci prouve que E x F' est de dimension finie et dim(E x F') = dim FE + dim F'. [

I11.3.3 Remarque

1. On peut étendre ce théoreme & plus de deux espaces : un produit cartésien de K-ev de dimension finie est encore
de dimension finie et sa dimension est la somme des dimensions des espaces.

2. C’est cohérent avec ce que I'on sait déja : dimg R = 1 et dimg R™ = n.
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IT1.3.4 Théoréme
Soient E un K-ev et F' un sev de E. Alors F' et de dimension finie et dim F < dim E. Si de plus dim F' = dim
alors F = FE.

Preuve.
On suppose que F' # {0g}, le résultat étant trivial dans ce cas. On remarque maintenant que toute famille libre
de vecteurs de F' est aussi une famille libre de vecteurs de F. Ainsi si on note L I’ensemble des cardinaux des
familles libres de vecteurs de F'; L est un sous ensemble de N non vide et majoré par dim E. Posons n = max L
et soit (e1,...,e,) € F™ une famille libre. On va montrer que c’est une base de F, c’est & dire qu’elle est
génératrice. S’il existe x € F'\ Vect(ey,...,e,) alors  n’est pas combinaison linéaire des (e;); et donc la famille
(e1,...,en,x) est libre, ce qui contredit la maximalité de n.

Donc F est de dimension finie inférieure & celle de E. Mais si n = dim E, alors (eq,...,e,) est une famille
libre de F a dim E élément donc est une base de E et F = F. [

Explication C’est le pendant du théoreme qui dit que toute partie d’'un ensemble fini est fini.

I11.3.5 Définition

1.
2.

Un K-ev de dimension 1 est appelé droite vectoriel.

St E est un K-ev de dimension n alors tout sev de dimension n — 1 est appelé hyperplan de E.

3. Un K-ev de dimension 2 est appelé plan vectoriel.

I11.3.6 Premiére application

On peut maintenant déterminer tous les sev de R2. Ils sont de dimension inférieure & 2, donc les "vrais" sev du
plan sont les droites vectorielles, c¢’est a dire les droites qui passent par 0.

II1.4 Rang d’une famille

II1.4.1 Définition
Soit E un K-ev et (e1,...,ep). Le rang de la famille (x;);c1p) est la dimension de l'ev Vect(ey,...e,) (qui est bien
de dimension finie). On le note rg(e1, ..., ep).

II1.4.2 Remarque

1.
2.
3.

La famille (eq,...,e,) est bien génératrice de Vect(es,...,e,) qui est donc de dimension finie.
Le rang d’une famille est toujours plus petit que la dimension de ’espace en entier.

D’apres le théoréeme de la base incompléte, le rang d’une famille est le nombre maximum de vecteur dans une
sous-famille libre.

I11.4.3 Exemple

1.
2.
3.

rg(1, X, X?) = 3.
rg(l, X,2X —m) = 2.

Calculer le rang de (1, cos, sin) dans ’espace des fonctions C*° (R, R).

I11.4.4 Proposition
Soit E un Kev de dimension n > 0.

1. La famille (e1,...,ep,) est libre ssi son rang est p.

2. La famille (e1,...,ep) est génératrice ssi son rang est n.
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II1.5 Espaces supplémentaires

I11.5.1 Définition-Proposition
Sotent E un K-ev et F,G deux sev de E. Alors l’ensemble

F+G={ap+ag|lape€F etaxgeG}={x€E|Iep,zq) € F xGx=zr+zc}
est un sev de E et c¢’est méme le plus petit sev de E contenant F et G.

Preuve.
On a évidemment O € F + G (c’est la somme O + O d’un élément de F et d’un élément de G).

Si maintenant x,y € F'+ G et A, u € K on a par définition x = zp + zg et y = yr + yg avec zp,yp € F et
za,yc € G. 1l est alors immédiat par commutativité de + et en utilisant la distributivité de la loi externe que
Az +py € F+G.

Finalement F + G est un sev de E qui contient F' et GG. De plus, tout sous-espace de E contenant a la fois
F et G contient F + G (par stabilité par addition) et la propriété de minimalité est vraie. [

Explication C’est I'opération qui “remplace” 'union pour les sev. En effet on a vu que la réunion de deux sev n’est
pas un sev en général.

II1.5.2 M-Remarque

Si on connait une famille génératrice de F' et G on peut en déduire une famille génératrice de F' + G. Si on a
F = Vect(f1,..., fp) et G = Vect(g1,...,9,) alors F + G = Vect(f1,..., fp,91,---,9r)-

En effet les éléments de F+G sont de la forme x = zp+axg avecxr € F et zg € Getalors xp = Zle Nifiet g =
>, 1igi et @ est bien une c.l. des f; et g;.

I11.5.3 Exemple
1. On a clairement R3[X] = Ry[X] + RX?2.
3 20 +2=0
2. On se place dans F =R>. Onpose P:z+y+2=0 et D: N 0 Calculer une base de P + D.
rT—y+z=
Conclusion ?

3. Dans Ky[X]. F = Vect(1, X + 1) et G = Vect(X — 2, (X + 1)?). Calculer F + G.

II1.5.4 Définition
Soient E un K-ev et F,G deuzx sev de E. On dit que F et G sont supplémentaires (ou que F est UN supplémentaire
de G ou que G est UN supplémentaire de F) siVx € E 3(zp,zq) € (F X G) x =xp +xg (tout élément de E s’écrit
de maniére unique comme somme d’un élément de F' et d’un élément de G).

On note alors F & G = E. On dit également que la somme F + G est directe.

II1.5.5 Remarque

A priori, rien ne garanti I'existence d’un supplémentaire pour un F' donné.

IT1.5.6 Théoréme
Soitent E un K-ev et F,G des sev de E.
F et G sont supplémentaires ssi E=F + G et FNG = {0g}.

Preuve.
— =-. Si F' et G sont supplémentaires, alors F'+ G = E. Si maintenant x € F NG alors x + Og = 0 + =.
En considérant d’abord x comme élément de F' puis comme élément de G et par unicité de I’écriture sous
forme de somme on a x = 0.

Donc F NG = {0}.

— <. Supposons maintenant '+ G = Eet FNG = {0}. Soit z € E. Sionax =u+vetz =u +v
deux décomposition de z alors u +v = «' + v’ donc u — v’ = v —v'. Clest & dire que u — v’ € G et donc
u—u' € FNG donc u = v et alors v = v'. Donc "écriture de z comme somme d’un élément de F' et d'un
élément de G est unique.

Chap 18 : Espaces vectoriels



16 IIT Espaces de dimension finie

Explication Si la somme de sev est I’équivalent d’une réunion, la somme directe est 1’équivalent d’une réunion
disjointe.

II1.5.7 Remarque

On a ici une unicité que 'on pourra utiliser pour "identifier" les coordonnées sur F et G.

I11.5.8 Exemple
1. On pose e; = (1,0) et e = (0,1). Alors R? = Re; @ Res.

2. Soient @ et ¥ deux vecteurs du plan. A quel condition a-t-on R? = R& + R¢'?

3. Ro[X] =R,_1[X] ® RX".

I11.5.9 Théoreme
Soit E un Kev et F,G deux sev de E.

1. St on dispose de (fi,...,fp) une base de F et (g1,...,9r) une base de G, alors E = F & G ssi
(fis-- s fps01,---,0r) est une base de E.

2. De la méme maniére si on dispose de (e1,...,e,) une base de E alors en la "coupant” en deuz on obtient
des supplémentaires. Par exemple Vect(eq, ..., e;) @ Vect(ej11,...,en) = E pour tout i € [1,n — 1].
Preuve.

— Supposons E = F & G. Montrons que (fi1,..., fp;g1,---,9q) est une base de E. On sait que pour z € E
on peut écrire d’une unique maniere r = rg + r¢. Mais xr € F donc peut s’écrire d’une unique maniere
> xpifi et g € G donc peut s’écrire d’une unique maniére Y ¢, zg;g;- On a donc existence et unicité
des coordonnées dans (f1,..., fp,91,-..,4q)-

— Réciproquement, supposons que (f1,..., fp,g1,...,9¢) est une base de E. Ainsi tout € E possede des
coordonnées uniques dans cette base, et il suffit de grouper les sommes comme pour le sens direct et
on trouve que x = xp + g ol xr est la combinaison linéaire des vecteurs de base de F. Si on avait
maintenant * € F N G alors x € F donc ses g dernieres coordonnées sont nulles et € G donc ses p
premieres coordonnées sont nulles. Finalement z = Og. [

I11.5.10 Exercice
On se place dans un espace E de dimension 3. A quelle condition une droite et un plan sont-ils supplémentaires ¢

I11.5.11 Corollaire
Soient E est un K-ev de dimension finie et F,G des sous-espaces. Si on a E = F & G alors dim F = dim F' + dim G

I11.5.12 Corollaire
Dans un espace de dimension finie E, tout sev F' admet au moins un supplémentaire.
De plus tous les sev de F' ont la méme dimension : dim(E) — dim(F).

Preuve.
Soit (f1,- .., fp) une base de F. On peut la compléter en une base (f1,..., fn) de E. Alors G =Vect(fpt1,-- -, fn)
est un supplémentaire de F. =

I11.5.13 Exemple
Un supplémentaire d’une droite dans le plan est une autre droite, non confondue.
Un supplémentaire d’un plan dans ’espace est une droite, non incluse dans ce plan.

II1.5.14 Théoréme (Formule de Grassman)
Soient E un K-ev et F,G des sev de E.
Alors dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).
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Preuve.
C’est vrai d’apres le corollaire précédent dans le cas ot F NG = {0g}, c’est a dire quand els espaces sont
supplémentaires.

On se place maintenant dans le cas général. On pose G’ un supplémentaire de FF NG dans G (Se représenter
le cas ol F' et G sont des plans dans l’espaces. Alors F' N G est une droite et G’ est une droite non confondue
avec cette intersection)

On a donc G = G’ @ (FNG). On va montrer que F @ G' = F + G.

Ona G CGet GN(FNG)= {0} par définition de G’ et donc G' N F = {0g}.

Soit maintenant x € F + G. on veut I’écrire sous la forme xr 4+ 2/ (notations évidentes). Mais © = zr + 2¢
par définition. De plus G = G’ @ (F'N G) et donc on peut écrire (de maniére unique méme) ¢ = g + Lrng-

Ainsi
T=2f + TrnG +Ta
—_———
eF
En résumant on a dim(F+G) = dim F+dim G’ et dim(G) = dim(G’) +dim(FNG). 1l suffit d’isoler dim(G")
pour obtenir la formule voulue. ]

I11.5.15 Remarque
Cette formule sert aussi a calculer la dimension d’une intersection. C’est méme la seule qu’on aura.

I11.5.16 Corollaire
Soit E un K-ev de dimension finie et F,G deux sev. Sont équivalentes :

1. F et G sont supplémentaires de E.
2. FNG={0g} et dimF +dimG =dim F
8. F+G=F etdimF +dimG =dim FE

IV  Matrices

IV.1 Compléments sur le rang

IV.1.1 Transposée d’une matrice réduite

P . 1 2 -1
Réduire la matrice <1 3 9

modifier le rang par opérations sur les colonnes ?

) puis faire des opérations sur les colonnes pour réduire complétement. Peut-on

IV.1.2 Théoréme
Fuaire des opérations élémentaires sur les colonnes ne modifie pas le rang.

Preuve.
Considérons une matrice A € M,, ,(K) et R sa matrice échelonnée réduite, associée a un systéme homogene
d’inconnues z1,...,zp. On note r = rg(A). Il y a donc p — r parametres et  inconnues principales pour ce
systeme.

— Echanger des colonnes de A revient a échanger le nom de deux variables. Le nombre de parametre ne
change pas.
— Effectuons Popération C; < \C; avec A # 0 sur A. Notons z; = Az; Aprés réduction on connait les valeurs

i1-+-,Zp et comme x; = %, on connait la valeur de z;. Ces valeurs s’expriment en fonction de
p — r parameétres par définition du rang. Donc le rang de A est inchangé.

de z1,...,7]

— Pour l'opération C; < C; + AC}, le raisonnement est le méme avec z = z; + Az; donc z; = 2} — Az;.

IV.1.3 Corollaire
Multiplier une matrice par une matrice inversible (4 gauche ou a droite) ne modifie pas son rang.

Preuve.
Il s’agit seulement de linterprétation matricielle des opérations élémentaires sur les lignes (multiplication a
gauche) et les colonnes (multiplication) a droite. L]
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1 0o ... 0
1 0 0
IV.1.4 Corollaire 0 0
Toute matrice est équivalente par ligne puis par colonnes a une matrice de la forme
0 1 0
0 e 0

avec autant de 1 sur la "diagonale” que son rang et le reste des coefficients est nul.
Si cette matrice est de taille n,p et de rang r, on la note Jy, p r.

IV.1.5 Théoréme
Soit A € M,, ,(K). Alors rg(A) = rg(*A)

Preuve.
On réduit A par lignes puis par colonne. On obtient A = PJ, , @ ou la "diagonale" de J, commence par r 1
et le reste de la matrice est nul.

Ainsi ‘A ='QJ, ,,..'P, c’est & dire que la matrice réduite par lignes et colonnes de ‘A est également de rang
T. m

IV.1.6 M-Remarque

Le rang d’une matrice est le nombre de lignes non nulles dans la matrice réduite. C’est donc la dimension de
Pespace engendré par les lignes de cette matrice (la famille des lignes d’une matrice réduite est trivialement libre).
Ainsi le rang de A est également la dimension de I'espace engendré par ses colonnes.

IV.2 Matrice d’une famille

IV.2.1 Exemple 1 1 9
On considere la famille de vecteurs du plan suivant (2> , ( ) et (2> . On peut décrire cette famille par une matrice :

1
1 1 2
2 1 2)°

IV.2.2 Définition

Soit E un K-ev de dimension finie et B = (e1,...,e,) une base de E. Soit (x1,...,x,) € EP une famille de vecteurs.
Pouri,j € [1,n] x [1,p] on note a;; la iéme coordonnée de x;.
Alors la matrice A = (a;;)1<i<n € Mnp(K) est appelé matrice de la famille (1, ..., xp) dans la base B et est noté
1jsp

Matg(x1,...,zp).
C’est la matrice des colonnes des coordonnées des x;.

Explication Encore une fois, on écrit les vecteurs en colonne.

IV.2.3 Exemple
1. Soit £ un K ev, B une base de F et x € E. Matg(z) est la colonne des coordonnées de x dans B.

1
Ex: Matg,, (3X%2+2X +1)= |2
3
2 -1 0
2. On note Beay, la base canonique de R3[X]. Alors Matg,,, (X2 +2,2X —1, X3+ X) = 8 (2] (1)
1 0 1
1 0 1
3 3 0 0 0
Par contre Matxs x2 x1)(X° +2,2X — 1, X° + X) = 0 2 1
2 -1 0

3. Reprendre I’exemple : ’est la matrice dans la base canonique de la famille considérée
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IV.2.4 Remarque

Comme on vient de le voir, la matrice d’une famille dépend tres fortement de la base considérée.

IV.2.5 Remarque

Soit A € M, ,(K). On note Ci,...,C), les colonnes de A (€ M, 1(K)) et Bean la base canonique de M,, 1(K)
(c’est & dire la base canonique de K™). Alors A = Matg,,, (C1,...,C)p).

can

IV.2.6 Proposition
Soit E un Kev de dimension n > 0 et B une base de E. Soient u,v € E, A\, u € K.

Matg(Au + pv) = AMatp(u) + pMatp(v)

On dit que lapplication Matg est linéaire (c’est d’ailleurs Uapplication réciproque de ¢ du théoréme

Preuve.
On écrit les coordonnées dans la base B : u = Z?Zl u;e; et v = Z?:l V;€;.
Alors Au+ pv = A3 uie; + o vieg = >y (Au; + pv;)e;. CQFD. n

Explication Une combinaison linéaire de matrices est la matrice de la combinaison en question.

IV.2.7 Proposition
Soit E un Kev et (u1,...,u,) € E ainsi que B= (e1,...,e,) une base de E. On note U = Matg(uq,. .., up)

La famille (w1, ..., up) est libre (resp génératrice) ssi les colonnes de A sont libres dans K™ (resp génératrice
de K")

Preuve.

Notons C',...,C), € KP les colonnes de A. On montre d’abord le théoréme pour le caractere libre.

p
— Supposons u, ..., u, libre. Soient Ay,..., A, tels que > N\;C; = Ogn» alors Mat B(>_0_; Aju;) = Ogn de
i=1

P
donc > \u; = 0 car application Matg est bijective et Matg(0g) = Ogn~. Ainsi tous les \; sont nuls.
i=1

P
— Réciproquement supposons la famille C4, ..., C), libre. Alors les méme notations si ) A\;u; = Og alors par
i=1
P
application de Matp, > A\;C; = Ogr et donc tous les scalaires sont nuls.
i=1
Le passage par Matg et ¢ montre de méme que tout vecteur de E est une combinaison linéaire de (u,...,up)
ssi toute colonne dans K™ est une combinaison de (C1, ..., Cy) et d’ailleurs, les mémes coefficients conviennent.m

IV.2.8 Exemple
Discuter les propriétés de la famille (X2 + X +1, X2 — X — 1, X2 + 1) dans Ry[X].

IV.2.9 Proposition
Le rang d’une famille est le rang de sa matrice dans une base. En particulier, ce rang ne dépend pas de la base
chotsie.

Preuve.
11 suffit de combiner le résultat précédent avec le fait que le rang d’une famille est le nombre maximal de vecteur
dans une sous-famille libre. n

IV.3 Matrices et bases
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IV.3.1 Proposition
1. Soit A € My, (K). A est inversible (ie est dans GL,(K)) ssi ses colonnes forment une base de K™ ssi ses
colonnes sont libres ssi ses colonnes sont génératrices de K™.

2. Soit E un Kev de dimension n et (uy,...,u,) une famille. Soit B une base de E. (uy,...,uy) est une base
ssi Matg(uq, ..., uy,) est inversible.
Preuve.
C’est une simple redite de nos conclusions du chapitre sur les matrices. L]

IV.3.2 Remarque
Comme le rang est invariant par transposition, A est inversible ssi ses lignes forment une base.

I1V.3.3 Exe 1 1
Montrer que | 1 |, =1],[ 1 | est une base de R3.
1 1 -1

IV.3.4 Définition
Soit E un K-ev de dimension finie et B, B’ deux bases de E. On appelle matrice de passage de B a B' la matrice
Matg(B') de B’ dans B.

IV.3.5 Exemple 1 1 3 0
Dans R?, écrire la matrice de passage de (<1> , <0>) a (<2) , <1>)

IV.3.6 Remarque

Une matrice de passage est inversible, et réciproquement une matrice est inversible si ses colonnes sont une base
de K" donc une matrice inversible peut étre vu comme une matrice de passage de la base canonique a la base de ses
colonnes.

IV.3.7 Colonnes des matrices de passage

On pose P = Matg(B') avec B = (e1,...,en), B = (€e},...,el).

Si C; est la iéme colonne de P alors C; = PE; ou E; est le iéme vecteur de la base canonique de K”. De plus, par
définition C; = Matg(e}).

IV.3.8 Théoreme
Soit E un K — ev de dimension n et B, B’ deuz bases de E. Soit également x € E.
On pose P = Matg(B’), X = Matg(x) et X’ = Matp/ (x). Alors

X =PX’

Preuve.
A . . _ n o n /N
Avec les mémes notations, on a effet x =" | xie; = > . xhe;.
1 @)
Alors X = | et X’ =] : |. On passe aux matrices dans B :
/
Tn xl,

X =Yz Matg(e]) = Y _a,C; = PX'
=1

i=1

I1V.3.9 Exemple . 1 1
Trouver les coordonnées du vecteur (y> € R? dans la base (u1,ug) avec u; = (2> et ug = <3>
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IV.3.10 Corollaire
Si P est la matrice de passage de B a B’ alors P~ est la matrice de passage de B’ a B.

Preuve.
On a en effet X = PX’' <= X' = P~1X, ceci étant valable pour tout X, X"'. [

IV.3.11 Exemple
Trouver les matrices de passage de la base canonique de R? & la base (ug,vg) pour 6 € R. En déduire les formules de
changement de coordonnées par rotation dans le plan.
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