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I Elements propres

I.1 Valeurs et vecteurs propres

Définition 1 (Valeur propre et vecteur propre)
Soit E un K-espace vectoriel et f € L(F).

Soit A € K. On dit que A est une valeur propre de f ssi il existe un € E non nul tel que f(z) = Az. Un tel z
non nul est appelé un vecteur propre de f associé a la valeur propre A.

L’ensemble des valeurs propres de f est appelé le spectre de f et noté Sp(f).

Définition 2 (Vecteur propre et valeur propre)
Soit E un K-espace vectoriel et f € L(FE).
Soit x € E. On dit que x est un vecteur propre de f ssi

T 7é OE
INeK f(z)=X
On dit que x est un vecteur propre de f associé a la valeur propre .

Proposition 1
Soit E un K-espace vectoriel et f € L(E).
Soit A € K. Alors on a

A est une valeur propre de f <= ker(f — Mdg) # {0g}

Définition 3
Soit A € M, (K).
Soit A € K. On dit que A est une valeur propre de A ssi il existe un X € K" non nul tel que AX = AX. Un tel X
non nul est appelé un vecteur propre de A associé a la valeur propre .
En résumé : les valeurs propres et vecteurs propres de A sont les valeurs propres et vecteurs propres de I’application
K* — K"
X - AX -
On note Sp(A) = Sp(fa) le spectre de A (ensemble de ses valeurs propres)

linéaire canoniquement associée a A, fa :

1.2 Espaces propres

Définition 4
1. Soit f € L(FE) et A € K une valeur propre de f. L’espace propre associée a A est Uespace Ex(f) = ker(f—Adg) =
Il s’agit de I’ensemble composé du vecteur nul et de tous les vecteurs propres associés a A\. On le note parfois
aussi Fjy.
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2. Soit A € M, (K) et A € K une valeur propre de A. L’espace propre associée a A est lespace E)\(A) =
ker(A — AI,) = ker(AI,, — A) # {0k~ }.

Théoréme 1
Soit f € L(E) et A1,...\, des valeurs propres 2 a 2 distinctes de f. Pour ¢ € [1,p] on pose v; un vecteur propre
associé & \; (il est donc non nul).

La famille (v1,...,vp) est libre.

Théoréme 2
Soit f € L(F) et A1,... A des valeurs propres 2 & 2 distinctes de f.

k k
La somme Y Ej,(f) est directe ie Y FE), =
i=1 =1

K3 K3

k
B,
D

7

1.3 Stabilité (x)

Proposition 2
Soit f € L(E).
Si D est une droite de E stable par f, alors D est dirigée par un vecteur propre de f.

Proposition 3
Soit f € L(F) et A € K une valeur propre de f. Alors E\(f) est stable par f.

Proposition 4
Soient f,g € L(F) tels que fog=go f.
1. ker(f) et Im(f) sont stables par g.
2. Tout espace propre de f est stable par g.
Evidemment, on peut échanger les roles de f et g dans ces résultats.
Proposition 5
Soient f,g € L(E). On suppose fog=go f.
Toute droite propre de f est aussi une droite propre pour g et toute droite propre pour g est une droite propre
pour f.

II En dimension finie

I1.1 Rappels sur la bijectivité et ’inversibilité

Proposition 6
Soit E' un K-espace vectoriel de dimension n # 0 et f € L(E).
On a les équivalences suivantes

f € GL(E) <= limage par f d'une base de F est une base de F

<= f est surjective <= Im(f)=F
— 18(f) =n

<= f est injective <= ker(f) = {0g}
< Jge L(E)go f=1Idg

<~ det(f) #0

Proposition 7
Soit A € M,,(K). Notons C1,...C,, les colonnes de A et Lq,..., L, ses lignes.
On a les équivalences suivantes

AeGL,(K) < (C4,...C,) est une base de M, 1(K)
<= (L1,...Ly,) est une base de M ,,(K)
— 1g(4) =n < Im(4A) =K"
— VWeK'JX ecK"AX =Y
<= ker(A) = {Okn}
< 3B € M (K)AB = I,
< det(A) =#£0
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II.2 Polynéme caractéristique

K —- K

x +— det(xl, —A) ~

Définition-Proposition 1
Soit A € M,,(K). Le polynéme caractéristique de A est le polynome x 4 associée a la fonction x 4 : {

X4 est un polynéme unitaire (son coefficient dominant est 1) de degré n, la taille de A.

Proposition 8
Soit A € M,,(K). Le coefficient constant de x4 est (—1)" det(A) et le coefficient de X"~! est —tr(A). Ainsi

xa(X) = X" —tr(A) X"+ 4 (=1)"det(A)
Ce résultat est également valable pour les endomorphismes.

Définition 5
Soit f € L(E), ou E est de dimension n. Le polynéme caractéristique x s de f est le polynéme associé a I’application
x +— det(xldg — f). C’est un polynome unitaire de degré n.

Si A est la matrice de f dans une base B quelconque de E alors x; = xa.

I1.3 Lien avec les valeurs propres

Théoréme 3
Soit f € L(E) et A € M, (K). Soit A € K

1. X est une valeur propre de f ssi x7(A) =0 ie A est une racine de xy.

2. X est une valeur propre de A ssi xa(A) =0 ie A est une racine de x 4.

Théoréme 4 (Rappel : d’Alembert-Gauss)
Soit P € C[X].
— Si P est non constant, alors P posséde un moins une racine dans C.
— Si P est non nul, il posséde exactement autant de racine dans C (comptées avec multiplicités) que son degré.
On dit que P est scindé.
Conséquence ici : Toute matrice A € M,,(C) posseéde au moins une valeur propre.

Proposition 9 (Déterminant triangulaire par bloc)

A B

Soit M € M,,(K) de la forme M = 0 C

1). Alors det(M) = det(A) det(C).

) ot A, C sont des matrices carrées (de tailles quelconques, y compris

Théoréme 5
Soit f € L(E) et A € Sp(f). Notons p(A) la multiplicité de A comme racine de xs (on appelle cette quantité la
multiplicité de la valeur propre \).

1 < dim(Ex(f)) < pu(X)

Corollaire 1
Si A est une racine simple de x4 ou xy, alors E) est une droite.

IIT Diagonalisation

II1.1 Diagonalisabilité
Définition 6
1. Soit f € L(FE). On dit que f est diagonalisable ssi il existe une base B de E telle que Matg(f) est diagonale.

2. Soit A € M, (K). On dit que A est diagonalisable ssi A est semblable & une matrice diagonale (il existe une
matrice inversible P et une matrice diagonale D telles que D = P"*AP et A= PDP~1.)

Proposition 10
Soit f € L(E). f est diagonalisable ssi il existe une base B de E composée de vecteurs propres de f.

Dans ce cas Matg(f) est diagonale et sa diagonale est composée des valeurs propres de f associées aux vecteurs
propres de B (les valeurs propres sont dans lordre des vecteurs de B).
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Proposition 11
Soit A € M, (R).

A est diagonalisable ssi il existe une base B composée de vecteurs propres de A. En notant 5. la base canonique
de K" et P = Matp, B la matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres de A on a

D = P71 AP est diagonale

et la diagonale de D est composée des valeurs propres de A associées respectivement aux vecteurs propres de B (dans
le méme ordre).

On a alors A = PDP~ L,

Théoréme 6
Soit f € L(FE). f est diagonalisable ssi € FE) = E.
AESP(f)

Théoréme 7
Soit f € L(E).

f est diagonalisable sur K ssi x; est scindé sur K et pour tout A € Sp(f) on a dim(E)) = p(A) (la multiplicité de
A en tant que racine de xy).

Proposition 12
Soit f € L(E). SI x; est scindé sur K et a racines simples ALORS f est diagonalisable.

I11.2 Applications

Théoréme 8 1

P
Soit (u,) € KN une suite et p > 1. On suppose qu’il existe ag, . . . sap—1 € K tels que Vi € N wpip = > aplntk.
k=0

1. Le polynéme P = — ZZ;(I) apX* + XP est appelé polyndéme caractéristique de (u,,).

2. Si P est scindé a racines simples, notées Ay, ..., A, alors il existe des scalaires oy, ..., tels que

p
VneNu, = > aph}
k=1

IV  Trigonalisation

IV.1 Théorie
Théoréme 9
Soit f € L(E). xs est scindé sur K ssi il existe une base B telle que Matg(f) est triangulaire supérieure (on dit que f
est trigonalisable).

La diagonale est constituée de toutes les racines de x s, avec multiplicité (une racine de multiplicité r apparait r
fois sur cette diagonale).

Corollaire 2
1. Soit A € M, (R). A est semblable & une matrice triangulaire supérieure réelle ssi x4 est scindé sur R.

2. Soit A € M,,(K). Alors A est trigonalisable dans C ie il existe P € GL,(C) telle que T = P~*AP € M,(C)
est triangulaire supérieure.

IV.2 Conséquences pratiques

Proposition 13

Soit f € L(E) et A1,..., A, les racines (complexes) de x s non nécessairement distinctes.
n
1. tl'(f) = Z >\k
k=1

n

2. det(f) = 11 M

Le méme résultat vaut pour les matrices.

IV.3 Deviner la derniere valeur propre
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