TD 9 : fonctions de plusieurs variables
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Entrainement

Exercice 1
Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes, en précisant s’il s’agit d’un
ouvert, d’un fermé, d’une partie bornée (ou rien de tout cal).

Représenter ces domaines de définitions avec la convention de tracer en traits pleins
les frontieres incluses et en pointillés les frontieres exclues.

f1:(z,y) = In(zy) fa:(z,y) = In(z) + /Yy f3: (z,y) — arcsin(|z + y|)

Exercice 2 R R

On considére la fonction f : . Donner une équation du plan
(z,y) = cos(z—y)

tangent a la surface représentative de f au point de coordonnées (7,0, f(7,0)).

Exercice 3
Soit f,¢ : R — R deux fonctions de classe C?. On pose F : (z,y) — f(z + ¢(y)). Justifier
que F est de classe C2 sur un ouvert a déterminer et établir 'égalité
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Exercice 4 9 (z,y) =0
Trouver toutes les fonctions f de classe C! sur R? qui vérifient V(z, y) € R? { gjﬁ( ’ )= 2
aiy T,Yy) =2y

Exercice 5
Soit ¢ > 0
Donner les fonction f : (z,t) — f(x,t) de classe C? sur R et vérifiant
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en effectuant le changement de variables uw = x + ¢t et v = x — ¢t et en posant g : (u,v) —
[l t)=f(...)
g
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On pourra calculer 7 -2

Exercice 6
Soit ¢ un ouvert de R? et f : 2/ — R une fonction de classe C>.
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On dit que f est harmonique ssi Af = ﬂ + a—f =0.

522 Tz = (son laplacien est nul).
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1. Montrer que si f est harmonique alors g; =

sont harmoniques.

2. Dans cette question, U = R? \ {0}.
On suppose que f peut s’écrire sous la formef (z,y) = p(2? + y2) avec ¢ : R** - R
de classe C2.
Montrer que la fonction f est harmonique ssi ¢ vérifie une équation différentielle sur
R puis résoudre cette équation différentielle.

Exercice 7
Le but de cet exercice est de déterminer toutes les fonction f : R? — R” invariante par
translation, c’est a dire qui vérifient

Y(z,y,t) €ER3 flx+t,y+t)= f(z,y)
1. On suppose dans cette question que f est une fonction de classe C' qui vérifie
I’hypothese précédente.
(a) Montrer que f vérifie I’équation % + % = 0. Indication : on pourra fixer
(z,y) € R,
(b) On effectue le changement de variable f(z,y) = g(u,v) ol u =z +yet v =

x — y. Trouver une équation aux dérivées partielles simple vérifiée par g, puis
déterminer g et enfin f.

2. Conclure.

‘Extrema

Exercice 8

Soit f: (z,y) > y? — 2%y + 2% définie sur D = {(z,y) e R?| 22 -1 <y <1 —2?}.
1. On note T la frontiere de D. Représenter D et I graphiquement.
2. Déterminer les points critiques de f.

3. Trouver le maximum et le minimum de f. Pour étudier f sur I', on introduira deux
fonctions d’une variable.

Exercice 9
Déterminer les extrema locaux de (z,y) € R* x R — zIn (2?) + y%

Exercice 10
1. Montrer que (E) : e=® = z admet une unique solution dans R, que l'on notera xg.
2. En déduire que f : (z,y) — 22 — 22y + 2y% + e~ admet un unique extremum, dont
on donnera la nature, atteint en un unique point dont on exprimera les coordonnées
a l’aide de zo.



