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Révisions sur les équations différentielles

Equations d’ordre 1

Définition 1
On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre une équation de la forme

Vte Iy (t)+a(t)y(t) = b(t) (E)
avec a, b des fonctions définies sur un intervalle I. L’équation homogene associée a [E| est
VteIy'(t)+alt)y(t) =0 (En)

On appelle solution de toute fonction dérivable y : I — K telle que Vt € I y/(t) + a(t)y(t) = b(t). Les courbes
représentatives des fonctions solutions sont appelées courbes intégralesde 1'équation.

Le probléme consistant trouver une solution de (F]) vérifiant en plus une condition (appelée condition initiale) du
type y(to) = a (ol tg € I et o € K) est appelé un probléeme de Cauchy

Théoréme 1 (Résolution de I’équation homogéne)
Soit a € C(I,K) une fonction continue sur l'intervalle I et A une primitive de a sur I.

Les solutions de vt € Ty () + a(t)y(t) = 0 sont exactement les fonctions y de la forme V¢ € I y(t) = Ae=4®
ou A € K est quelconque.

Ainsi, a chaque scalaire A € K correspond exactement une fonction solution y et on remarque que toutes les
fonctions solutions sont proportionnelles.

Théoréme 2 (Cauchy)
Soient a,b € C(I,K). Etant donné ¢y € I et a € K, il existe une unique solution (sur I) y de I’équation différentielle
(E) qui vérifie y(to) = .

I - K
t o emAm WE
solution de I’équation homogene associée. Alors l'ensemble des solutions de (E]) est la droite affine y, + Vect(yo) ou
yp est I'une des solutions de [E| (appelée solution particuliere).

Cest-a-dire que toute solution y est de la forme y, + yy ot yy est une solution quelconque de (Exg).

Proposition 1 (Structure de ’endemble des solutions)
On considere I’équation différentielle (E]). Notons A une primitive de a sur 'intervalle I et yq :

Proposition 2 (Principe de superposition)
Si 41 est une solution particuliere de i +ay = by et yo est une solution particuliere de 3’ +ay = bs, alors pour «, 8 € R,
ay1 + Bys est solution de i’ + ay = aby + Sbs.

Equation d’ordre 2

Définition 2

On considére 1'équation (Eg) sur R : ay”(t) + by'(t) + cy(t) = 0 ot a, b, c € K avec a # 0.
L’équation caractéristique associée est ar? + br 4+ ¢ = 0 d’inconnue r € C.

Théoréme 3 (Résolution de ’équation homogéne, cas complexe)

On considére a, b, c € C avec a # 0 et on cherche les solutions de (Ep) & valeurs complexes.

1. SiI’équation caractéristique posséde deux racines r; et 75 distinctes dans C, alors y € D?(R, C) est solution de
(Eg) ssi il existe A1, A2 € C tels que
R —» C

— Ale”t + Agerzt

2. Si I’équation caractéristique posséde une racine double r alors y € D?(R, C) est solution de (Eg) ssi il existe
A1, Ao € C tels que

J R = C
v: t — ()\1t + )\2)6”

Théoréme 4 (Résolution de ’équation homogeéne, cas réels)
On considére a,b,c € R avec a # 0 et on cherche les solutions de (Ep) & valeurs réelles.
1. SiI’équation caractéristique posseéde deux racines r; et ro distinctes dans R, alors les solutions a valeurs réelles
de (Fg)) sont les fonctions de la forme

R —- C
y{ P Agent 4 agert avec A1, A2 € R.
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2. Si Péquation caractéristique posseéde une racine double r alors les solutions a valeurs réelles de (Ey) sont les
fonctions de la forme

R — C
y{ Eoo Out 4 Ag)er avec A1, Az € R.

3. Si I’équation possede deux solutions non réelles, qui sont donc complexes conjuguées et notées a & i3, alors les
solutions & valeurs réelles de (Fg) sont les fonctions de la forme

gL - R A de €R
Y50 t = (A cos(Bt) + Agsin(Bt)) 2VEC A2 '

Théoréme 5
Soient a, b, ¢ € K tels que a # 0 et soit d € C(I,K).

1. Soient tg € I et vy, v}, € K. Le probléme de Cauchy (sur I)

ay’(t) + by’ (t) +cy(t) = d
y(to) = o
y'(to) = g

admet une unique solution.

2. L’équation différentielle linéaire
ay” () + by'(t) + cy(t) = d(t)

admet au moins une solution y, sur I, et 'ensemble de ses solutions est le plan affine y, +Sp ot Sy est 'ensemble
des solutions de I’équation homogene associée.

Proposition 3 (Principe de superposition)
Soient a,b,c € K, a # 0 et f1, fo € C(I,K). On suppose que y1,y2 € D(I,K) vérifient ay] + by] + cy1 = f1 et
ays +bys +cy = fa.

Alors pour tous A1, Ay € K, A1y1 + Aays est solution de I’équation différentielle ay” + by’ + cb = A1 f1 + Ao fo.
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