TD 12 : Surfaces 1

Plan tangent

Exercice 1
Trouver les plans tangents & la surface S d’équation =2 + y? + 422 = 1 et paralleles au plan d’équation x + 2y + z = 0.

Correction :

Soit My = (zo, Yo, 20) un point de S.

Le gradient de F' au point M est le vecteur ﬁ = (2x0, 20, 820)-

11 est non nul puisque ||ﬁ||2 = 4(x3 + y3 + 1623) > 0.

La surface S est donc réguliere. La normale a S au point M, est aussi dirigée par le vecteur N? = (w0, Y0, 420)-

Pour que le plan tangent au point My soit parallele au plan d’équation x + 2y + z = 0, il faut et il suffit qu’il existe

%
A € R tel que N1 = A(1,2,1), c’est & dire tel que 29 = A, yo = 2\ et 425 = \.
2
La relation x% + y% + 4z§ =1 équivaut alors & \> = —, et donc & A = +——

21 \éil'
V21

V21
Les plans tangents & S en My et M/ sont les plans d’équation respective x + 2y + z = — et x+2y+z2=———.

On obtient donc deux points symétriques par rapport a l'origine. My =

2
Exercice 2 —1
On considere la surface S : x — 8yz = 0 et la droite D : 4

r+42+2=0
Déterminer les plans tangents a S qui contiennent la droite D.
Correction :

Zg
Posons f : (x,y,2) — x — 8yz qui est C* sur R3. En My = | yo | € S, le gradient de f est (1,—8z9, —8yo) # 0 donc
20
My est un point régulier et le plan tangent en M est
Po: (x —x0) —820(y — yo) — 8yo(z — 20) =0 < x — 820y — 8yoz + o =0
car My € S donc zg = 8yp2¢-
-2 —4 -2 —4
De plus, D= 1 | +Vect [ 0 |. On cherche My tel que D C Py c’est adire [ 1 | € Pget | 0 | est dans la
0 1 0 1
—2-8 =0
direction de Py (solution de ’équation homogene), ainsi %0 + To
—4—8yp =0
2
3

En ajoutant la condition My € S on obtient My = f%

6

Surfaces réglées

Exercice 3 (Application directe du cours)
1. On considére f : (x,y) = o3 — 3zy. Montrer que f posséde un unique point critique qui est un point col de sa surface
représentative.

2. Montrer que la surface S : z = 2% — 3zy est réglée.

Correction :
Calcul du gradient, puis de la matrice hessienne en 0, qui est de déterminant —9 < 0 et on obtient bien un point col.
La paramétrisation en tant que surface représentative donne une paramétrisation de surface réglée.

Exercice 4
Soit S la surface définie par les équations paramétriques

2

rT=u" , Yy=uv , Z=Uu—0

Montrer que S est une surface réglée.
Donner le plan tangent en un point régulier.
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Correction :

Posons F'(u,v) = (u2,uv,u - v) )

On a F(u,v) = (u?,0,u) + v (0,u,—1), donc S est réglée.
r=ul,y=uv,z=u—"v

OF OF

%(u, v) = (2u,v,1) et %(u,v) =(0,u,—1).
(2u,v, 1) A (0,1, —1) = (= (u + v), 2u, 2u?) .
Seul (0,0) est un point singulier.

TS : —(u+v)X +2uY +2u?Z = —(u+ v)u? + 2uuw + 2u* (u — v) = u? (u — v).

Exercice 5 x(t) =t 1
On considére la courbe ' : ¢ y(t) = t> ,tERetlepoint O: [1
2(t) =t+1 1

Soit S la surface réglée obtenue comme réunion de toutes les droites passant par un point de I et Q (ce genre de surface
réglée est appelé un cone).

1. Donner une paramétrisation de S.

2. Donner une équation cartésienne de S (ou au moins d’une surface contenant S).

Correction :
On note X le céne considéré.
x
Soit M = |y | € R3. M € I ssi il existe t € R telle que M € (QI'(¢)).
z
Comme T'(t) # Q pour tout t € R, on a M € (QI'(t)) ssi il existe k € R tel que QM = kQF(t; ssi M = Q + kQT'(¢) ssi
1 t—1 1+ k(t—1)
M=|1|+k(t?—1]=|[1+k(*>—1)]. Ceci est une paramétrisation de S (avec t, k € R)
1 t 1+ kt

Onaainsi,si M € S, 2 =1+kt —k, y=1+kt> —k et z =14kt et donc x — z = —k ou encore k = z — z. De plus,
kt=z—1letkt?=y—1+k=2z—x+y—1. Donc (kt)> = (2 —1)? =k x kt? = (z — 2)(—2z + y + 2z — 1). Finalement,
M vérifie I'équation

(z—=1)2—-(z-a)(-z+y+2z—-1)=0

Réciproquement, si M vérifie 'équation précédente, on pose v = z — z. Si v = 0, alors (2 — 1)2 = 0 et donc z = 1.
On en déduit = 1. Par contre, y peut prendre une valeur quelconque dans ce cas. Alors que les points de S vérifiant
xz=1et z =1 ont des parametres k et t vérifiant kt —k =0 et kt =0 ie k = 0 et il n’y a en fait que le point 2 qui
convient.

Ainsi S # X.

Par contre, dans le cas v # 0 ie  # z, on peut poser u = Zzl. Alors on obtient (uv)? — v(y —v — 1) = 0, ou encore
utv=y—v—1,s0it y = 1+v(u?+1). De plus, z = uv+1 et alors = z —v = 1 +u(v — 1) et on retrouve exactement
la forme paramétrée de S.

1 0
Ainsi S = (Z\D) U {2} ou D est la droite { | y | | y € R} =Q+ Vect(| 1 ]).
1 0

Remarque : on peut remarquer que I' est en fait une courbe plane. et ce n’est pas si difficile & prouver : En effet,
on a pour tout t € R, z(t) — x(¢) = 1 donc I est incluse dans le plan d’équation z — z = 1.
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1
2 2
zt+ 2y —2z=0 .,
J et le vecteur v = [ 1
Soit ¥ la surface réglée réunion des droites passant par un point de I' et dirigées par @ (ce genre de surface est appelée
cylindre). Donner une équation cartésienne de T

Exercice 6
On considere la courbe I : {

Correction :

— Sans paramétrer :

x xo+ k

Soit M : [y | € R} M € ¥ ssi il existe My € I' et k € R tels que M = My + kit = yg—i—k ssi (il existe... )
z 20—k

r=ux0+k —y—z=ux

y=v+k ou encore ¢ —r — 2 = Yo

r+y+z=k r4+y+z=k

Or 22 + 292 + 70 + yo = 0 Ainsi, si M € S alors (y +2)? + (v +2)2 —2 —y — 22 =0.
Réciproquement, si M vérifie Péquation (y + 2)2 + 2(z +2)2 — 2 —y — 22 = 0, posons k = = +y + 2 et
—y—z X
M, =M — kil = —r—z = |y |- Onabienx +y; +21 =0et (—21)> +2(—y1)? — 21 =0ie My €T
r+y+ 2z 21
ce qui prouve que M € ¥.
Finalement, ¥ : (y +2)? + (z + 2)?2 —2 —y — 22 = 0.

— Paramétrisation :
x
On souhaite paramétrer la courbe I' pour commencer. M : | | est un point de I' ssi 2 = —x — y et 2% 4+ 2% +
z

z+y=0ssiz=—-z—yet (z+3 27§+2(y2+%y):Ossiz:fxfyet (z+3)*—3+2(y+1)>— 5 =0ssi
z=—w—yet (x+3)°+2y+ 1) =3

N Sl

On reconnait, dans le plan (zOy) (ou encore, la projection de T' sur ce plan), une ellipse de centre
0

que I'on peut paramétrer par x = —3 + \/gcos(t) et y = —1 + (/< sin(t) pour un ¢t € [—m,7]. On en déduit

z:—x—y:%—\/gcos(t)—\/l%sin(t).
+\/§cos(t)—|—k

r=-}
On en déduit une paramétrisation de ¥ : ¢y = —3 4+ (/S sin(t) + k (traduisant M = T'(t) + ki)
z=3— \/gcos(t) -/ sin(t) — k
Onaalors,pour M €S, o +y+z=keto+43—k= \/gcos(t), y+ 1 —k=,/Zsin(t) et donc (3 —y—2)* +

(V2(§ — 2 — 2))* = £ qui est P'équation d’une surface S contenant ¥.

T
Si maintenant My = | y1 | vérifie I'équation de S, on il existe un ¢ € [-7, 7] tel que £ —y — z = \/gcos(t) et
Z1

1 8
ce qui prouve que S = .

\/i(l —r—z) = \/g Si on pose en plus k = x4y + z, on retrouve bien la paramétrisation de ¥ et donc M7 € ¥

Révolution
Exercice 7 22 52—
Déterminer une équation de la surface S de révolution de I : { 0 autour de A = (Ox).
y =
Exercice 8 z(t) = cos?(t)
On considére la courbe C paramétrée par ¢ y(t) = sin®(t) ,t € [—7, 7). Déterminer une équation de la surface de révolution

de C autour de (Oz).
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Correction :

On note S cette surface.

Soit M de coordonnées cylindriques (p,0,z). Alors M € S ssi il existe t € [—, 7, 7| tel que p? = p(t)? = x(t)* +
y(t)? et z = 2(t) = cos(2t) ssi il existe ¢ tel que 22 + y? = cos®(t) + sin®(t) et z = cos(2t).

Or cos®(t) + sinS(t) = (cos?(t))® — (—sin?(t))? = (cos?(t) — (—sin?(t)))(cos*(t) — cos?(t) sin?(t) + sin(t)) = cos*(t) —
cos?(t) sin?(t) + sin(t).

Or 22 = (cos?(t) — sin?(t))? = cos?(t) — 2 cos?(t) sin?(t) + sin(t)

Ainsi, 22 + 32 — 22 = cos?(t) sin?(¢). Comme de plus, cos(2t) = 2cos?(t) — 1 = 1 — 2sin? (t) on obtient a2 + y% — 2% =
2'5—11;—2 et donc S est contenue dans la surface ¥ d’équation 22 + 3% — 22 = 1_422 = 224 9? 3 22 = }1.
Seulement, les point de S vérifient z = z(¢) pour un ¢t € [—m, 7] et donc z € [—1, 1], ce qui n’est pas le cas des points
de X.

Par contre, si on considere la surface 2 + y? — 222 =
précédents montrent que x2 + y2 = cos®(t) +sin®(t) =
révolution autour de (Oz)).

et z € [—1,1], alors on peut poser z = cos(2t) et les calculs

1
4
p(t)? et donc cette surface est bien S (car elle obtenue de I' par

Exercice 9
Soit S: (22 4+ y? + 22)? = a?(2? — y* — 22) (ol a > 0 est fixé). Montrer que S est une surface de révolution autour d’un axe
a préciser et tracer une méridienne.

Correction :

Remarque : on voit sur ’équation que la quantité y? 4 22 apparait dans chaque membre.
T To SN

Soit M = | y | . Supposons que M € S. Soit My = | yo | tel que MMy L (Ozx) et d(M, (Ox)) = d(My, (Ox)). Alors
z 20

o= et Y3 + 28 = y? + 2% Ainsi, (2% + 33 + 23)? = a®(23 — (v + 23)) et donc My € S. Ainsi S est bien une surface
de révolution autour de (Ox).

Une méridienne est une courbe intersection de S et d’un demi-plan contenant (Ox). On choisit le plan P : z = 0 pour
tracer une double méridienne. Alors M € SN P ssi (22 + 3%)? = a?(2? — y?).

Posons 7 = /22 + y2 et 6 € [—7, 7] tel que z = rcosf et r = rsinf. Alors M € SN P ssi rt = a®r?(cos? § — sin” )
ssi 7 = a?r? cos(20) ssi r = 0 ou r? = a2 cos(26).

Cette derniere équation ne peut avoir que si cos 26 > 0ie 6 € [—F+kn, T +k7] pour un k € Z. On a alors r = a+/cos(20)
ie x = avcos 26 cosf et y = avcos20sin (dans le plan (zOy)).

Remarquons que z(0+7) = —x(0) et y(0+m) = —y(#) donc on peut étudier cette courbe sur [-7, 7] et compléter par
symétrie par rapport a O. De plus z est paire et y impaire et donc on étudie la méridienne sur [0, 7] et on complete
le tracé par symétrie par rapport a (Ozx).

De plus, z et y sont C* sur [0

, 3let z(0) yaet y(0) > af. Ainsi la tangente en 6 = 0 est dirigée par <2) car x est

paire et donc sont DL en 0 ne comporte que des termes de degrés pairs.
x est clairement décroissante par produit de deux fonctions décroissantes et positives. Pour 6 € [0, F|

— sin(26) 005(20) cosf —sin20sinf  acos3f
"0)=a sin sin @ + \/cos(26) cos 9) =
y(®) Teosss v/ cos 20 v cos 20 v cos 20

Ainsi y est strictement croissante sur [0, ¢] puis strictement décroissante sur [F, 7| et on trouve un tangente horizontal
enf = %.

Pour trouver Iéventuelle tangente en 6 = 7, on revient a la définition et on calcule la limite, si elle existe de %
! 1

ol f est notre courbe paramétrée. Ici on a f(%) = 0 et || f(0)| = r = Vcos20. Ainsi la fraction précédente devient

<a o8 0) — (a) et on obtient la droite d’équation y = 2 comme tangente.
asind = \a

1. Indication : pour la méridienne, on pourra d’abord chercher une équation sur les coordonnées polaires.
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Puis une représentation de cette surface de révolution autour de (Ox)

Approfondissement

Exercice 10

Soit a > 0, et soit I' 'intersection de la spheére S d’équation 22 + 32 + 22 = a2 et du cylindre C d’équation x2 + 3% — azx = 0.
1. Déterminer une paramétrisation de I.
2. Quel est la tangente a I' en I'un de ses points 7

3. Soit P le point d’intersection de la tangente & I" en un point M avec le plan (20y). Déterminer le lieu de P lorsque M
parcourt I'.

Correction :

2 2
1. L’intersection du cylindre C avec le plan 20y est la courbe d’équation (.’L‘ — g) +12 = (az) C’est le cercle de

centre A = (g, 0,0) et de rayon g.
Les points de C sont les points M = (z,y, z) tels que

0 0 0
x = g(l + cos()) = acos? <§) Y = %Sin(G) = asin (5) cos (5) ,0 € 10,27 et z = v € R quelconque.
Pour qu'un tel point M appartienne & I, il faut et il suffit que 22 = a? — 22 — y2, clest & dire 22 =

a? (1 — cos? (g)) = a?sin® <g) On a donc z = Zasin (g) Comme — sin (g) = sin (—g), la courbe
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T" peut étre décrite par le paramétrage :
T = acos?
Yy = asin

z = asin
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La tangente a I" au point M de parametre 6 est dirigée par le vecteur

(@' (0),y'(0), 2 (0)) = g <—sin(9),cos(9),cos (g)) .

C’est aussi 'intersection du plan tangent & la sphére S (le plan passant par M et perpendiculaire au rayon OM),
et du plan tangent au cylindre C (le plan passant par la projection orthogonale m de M sur le plan (z0y), et
perpendiculaire & la droite (Am)).

2. On déduit des calculs précédents un paramétrage de la tangente a I' au point M de parametre 6 :

T = acos? (g) g sin(6)

2
. 0 0 a
y=asin{ 5 | cos <2> + )\5 cos(d) A eR.
z = asin g + )\ﬂ cos Q
B 2 2 2

0
Pour 6 # +m, le point P ou la tangente coupe le plan (z0y) correspond a la valeur A\ = —2tan <2) et les

0 0
z = acos? (2> + atan <2> sin 6
_ o (f OV _ stan (2 coso
y=asin {3 |cos |3 atan | 3 ) cos

z=0

coordonnées de P sont alors

On obtient alors aisément

= a+ asin? 0 et y = atan 0 — asin 0 oS 0
- 2) Y= 2 2 2)

t tt t 0 + # al
et,enposant t =tan | - |, x =a+a——,y=a——.
P 2 1+ T

Le lieu de P est donc la courbe du plan (20y) définie par la paramétrisation

2
r=a-+a

t31+t2 teR.
YT e

Il s’agit d’une cissoide droite.

Exercice 11
Soient a, b, c > 0. on considere la surface S : % + g—g — %4 =1.

N
M
S
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acosf
1. Pour 6 € [0,27], on considére le point Ag = | bsiné | € S. Montrer qu’il existe exactement deux droites passant par
0
Ay et contenue dans S.
Correction :
On cherche les vecteurs directeurs de norme 1 qui dirigent une droite passant par Ay et qui sont contenues dans
S.
@
Notons ¥ = | 8 | un vecteur de norme 1. On cherche des conditions sur @ pour que Vk € R Ay + ku € S.
gl

On doit donc avoir

=1

a® cos? 0 + 2kacccos @ + k2a?  b?sin? 0 + 2kbBsin @ + k232 k22
a? + b2 2
ou encore ) ) )
2 B @ B ing) =
k <a2+b2 C2>—i—2k<acos€—|—bsm@)—O
Comme cette expression polynomiale doit étre nulle pour tout k, ses coefficients sont nuls (infinité de racines,
donc au moins 3).

Ainsi, en multipliant le coefficient de k par ab on obtient o x bcos@+ 5 x asin @ = 0 ou encore (g) i (Z(;?E Z) .

P —asinf .
On en déduit que (g) =t ( bac(s);ng ) pour un certain t € R*.
Le coefficient de k? étant nul, on a alors 72 = c?t? c’est-a-dire v = *ct.

Il y a exactement deux valeurs de ¢ qui font de @ un vecteur de norme 1 ¢ = Deux vecteurs

+ 1
o ) Va2 sin? +b2 cos? f+c2
opposés dirigeant la méme droite, on trouve exactement deux droites passant par Ag et complétement contenue

—asinf —asinf
dans S, elles sont dirigées par | bcosf | et | bcosf | (ce sont bien deux droites distinctes car leurs vecteurs
c —c

directeurs sont non colinéaires).

2. Soient x,y,u,v € R vérifiant 22 + y% = u? + v2. Montrer qu’il est possible de trouver § € R tel que

{:c =wucosf —vsinf

y =usind + vcosf

Correction :
1l s’agit d’écrire ; =7y Z) ou ry est la rotation du plan d’angle 6.

Notons X, U ces colonnes. Si U = X = 0 tout # convient.
Sinon, on note p = ||U|| = || X|| On compléte % en une base orthonormée directe B du plan et on considere la

matrice M € SO2(R) dont la premiére colonne est @ Alors M = Matg(ry) convient.

3. En déduire deux familles de droites engendrant S puis montrer que toute droite incluse dans S est dans 'une de ces
deux familles.

Correction :
T
Soit M = [y | €S Alors (%)2 + (%)2 =12+ (%)2 Ainsi on peut poser un # comme & la question précédente
z
x/a cosf) — Zsinf
etona |[y/b| = [sind+ Zcosf | et donc
z z
acosf —asin 6
M= | bsin€ | +z-| bcosh
c
0 c

On reconnailt une paramétrisation de surface réglée.
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Si on échange le role de 1 et £ on obtient une autre paramétrisation sous forme de surface réglée.

Si maintenant D est une droite contenue dans S, alors D ne peut pas étre contenue dans un plan d’équation de
la forme z = & ou «a est une constante, car SNP : z = a est un cercle. Ainsi D coupe le plan Py : z = 0 en un
point Ay et est donc une des droite de la forme précédente (on a retrouvé les deux familles de la question 1).



