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Dans tout ce cours, I désigne un intervalle non vide et non réduit a un point.

I Etude métrique

I.1 Longueur d’une courbe
I.1.1 Notion intuitive de longueur

La longueur de la courbe entre les points de parametres t et ¢ + dt est = || f'(¢)||dt =
vitesse X temps. Si on intégre entre a et b, on trouve donc la longueur de la courbe entre
les points de parametres a et b.

1.1.2 Définition
Soient a,b € I. On appelle longueur (algébrique) de f € C!(I,R?) entre les points de

parametres a et b le réel fab Ilf()]|dt.

1.1.3 Exemple
1. Calculer la longueur du cercle trigonométrique.

2. Calculer la longueur de I'arc de la parabole y = 22 entre les abscisses 0 et 2.

On considére la courbe paramétrée ¢t — < ;2) dont le support est cette parabole. En
effet, M = (5) vérifie y = 22 ssi il existe t € R tel que z =t et y = 22 = t2. f est

une courbe C' et on a f/ : t > (2115)

2
La longueur ! cherchée vaut donc | = / V' 1+ 4¢2dt. On sait que x — sh(zx) est une
0
bijection de R dans R.

On veut poser une nouvelle variable u telle que 2¢ = sh(u) (qui est un changement
de variable C! et bijectif) ie t = 1 sh(u). On pose a tel que 3 sh(a) =2 ie sha = 4.
On a de plus dt = 35 Lch(u

Alors | = / \/1+sh?(u ch = f/ ch?(u)du car ch est positive et ch? =

1+ sh?.

Ainsi
l 1/04 62u 124 672ud 1 + ) 672u «a 62& 4+ 4o — eZa
=) —————du=<- | —=—+2u—- =
2 J, 4 8|2 2 |, 16

Or on a e® — e~ = 8 car sh(a) = 4. Ainsi (e®)? — 8¢* — 1 = 0. En considérant
que l'inconnue est e®, on trouve que le discriminant est 68 = 4 x 17. Ainsi e* =
%‘/ﬁ = 4+ /17 (Pautre racine du trindme est strictement négative). On en déduit
que o = 1n(4+\/ﬁ) et 2 = 8e®+1 =233+8y17. De plus, e @ = e*—8 = /17—4
et donc e™2* =1 — 8¢~ % = 33 — 8/17.

33+8v17+4 In( 4+W —(33-8V17) __ = VIT+ iln(4+m)~

Finalement [ =
On peut aisément vérifier en python

import scipy.integrate as sci
import numpy as np
def f(t):

return np.sqrt(l + 4*t**2)

sci.quad(f, 0, 2) # valeur approchée de 1l'intégrale de f entre 0 et 2
np.sqrt(17) + np.log(4 + np.sqrt(17))/4

N o o oA W N R

1.1.4 Exemple
Calculons la longueur de la cycloide sur [—m,w]. Il s’agit de la courbe paramétrée par

e (0)

On trouve [|f/(¢)|| = 2|sin §| en utlhsant 1 —cost = 2sin? L et sin(t) = 2sin £ cos 5.

t
2 2

us
t
Alors la longueur cherchée est / 2| sin — \dt = 4/ sin idt car ¢+ |sink| est paire et
-7
vt € [0,7] sin g > 0.
On obtient donc 4 [ 2 cos 2] = 8, qui est la longueur d’'une arche de cette cycloide.

1.2 Abscisse curviligne

On considére maintenant f € C*(I,R?) une courbe réguliére (la vitesse ne s’annule
pas), avec k > 1.
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1.2.1 Définition

Soit tg € 1.
On appelle abscisse curviligne de f d’origine t( la fonction s : { L= Rt .
to= [ 1 (u)]|du
A retenir : 92 = | f/|| et lorsque cela a du sens, & = ”;,H.
1.2.2 Remarque
L’information connue a priori sur s est la dérivée : ¢ = || f'||. Elle ne dépend pas de

Porigine choisie. Dans la suite on supposera choisie une origine.

1.2.3 Exemple

On considére la courbe paramétrée f : t — OM(t) = (cht(t)) qui a pour support la

courbe représentative de ch.
Calculons ’abscisse curviligne d’origine 0.

s(t) = /Ot\/ 1+ sh?(u)du = /Otch(u)du = sh(t)

1.2.4 Proposition
On consideére une courbe réguliere f de classe C*.

L’abscisse curviligne d’origine o est une bijection C* dont la réciproque est C*.

Interprétation : on peut, dans le cas d’une courbe réguliere, repérer un point de
la trajectoire non plus par l'instant ol on y passe mais par la distance (algébrique)
a Dorigine fixée. En effet tout point est a une distance donnée (surjectivité) et & une
distance donnée correspond un seul point (injectivité).

De plus, on ne change pas la classe C* de la courbe paramétrée si on choisi d'utiliser
Pabscisse curviligne d’origine tg pour paramétrer (repérer les points).

Preuve.

Rappelons que Papplication N : (z,y) — /22 + 32 est de classe C* sur R?\{(0,0)}.
Ainsi g : t — [|f'(¢)|| est de classe C*~1 sur I car f’ ne s’annule pas. On a méme

Viel g(t) > 0.

t
De plus, s : ¢t — / g(u)du est la primitive de g qui s’annule en ty et est donc
to

de classe C* sur I. Comme s’ = g > 0, s est strictement croissante et s : I — s(I)

est bien une bijection.
Comme s’ ne s’annule pas, s~! est également de classe C*. Pour mémoire, on

Va € S(I) (871)/(1') = s,(s,lw

a
|

1.2.5 Paramétrage par I’abscisse curviligne

Notons J = s(I). Le résultat précédent permet de définir une nouvelle courbe de méme

J — R? . ) N . .
support g : _ . On a en fait changé la maniere de parcourir la méme
{ w o f(sTHw) ¢
trajectoire, et on obtient immédiatement HS—ZH = 1 (paramétrage normal). Remarquons

que u = s(t) = g(u) = f(¢).

I.2.6 Notation

La relation relation HS—Z = 1 est classiquement notée H%H = 1, pour indiquer que
, .. . , . - . df _ dfdt _
le paramétrage choisi est celui par I'abscisse curviligne. On a maintenant g; = G5 g =

' L

F1

Si on parameétre f par s, on repeére en fait les points de la trajectoire non plus par le
temps de parcours, mais par la distance depuis ’origine. Il semble cohérent que le vecteur
vitesse soit de norme 1.

1.2.7 Proposition
df _ dfdt 1

Pour une courbe réguliere f, on a 3L = G4 = 7

unitaire de la tangente pour chaque parameétre.

. C’est un vecteur directeur

&ls

1.2.8 Exemple
Reprenons la courbe de I'exemple [[.2.3

L’abscisse curviligne considérée est ¢ — sh(¢). Notons ¢ : R — R la bijection réciproque
de sh. On a alors s = sh(t) donc t = ¢(s) et on peut paramétrer la courbe (en abusant
des notations, la fonction considérée n’est plus vraiment f) par

oo o8l = (af i) = (725)

/
df _ (¢ (s) ’ _ 1 _ 1 .
On a alors §; = ( 1152 . Or ¢'(s) = o)) = Vs et on trouve bien que la

norme de % est 1.

1.3 Repeéere de Frenet

1.3.1 Définition

Soit to € I. On note ?(to) = Hffigiig;” (vecteur unitaire tangent de f en tg) et ﬁ(to)

(vecteur unitaire normal de f en () le vecteur unitaire directement orthogonal a ?(to).
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Le repere (M(to), 7(t0), ﬁ(to)) est appelé repere de Frenet de f en .

Af(t()

La droite affine M (to) + Vect(ﬁ(to)) (passant par M (ty) et dirigée par N(tg)) est
appelée droite normale & la courbe au point M (t).

1.3.2 Exemple 10,2 — R? .
On considéere la courbe f : t —sin(t) = OM(t) (une arche de cy-
t
1 — cos(t)
cloide).
Alors, pour ¢ €]0,7[, on a f'(t) = 1 — cos(?) et || f'(t)]| = |2sin L| = 2sin &
’ T sin(t) 2 2
- in & - _ i3
Ainsi T(t) = <Sm %) Ainsi N(t) = ( .COS;Z‘).
cos 5 sin £

t — sin(t) )

Ainsi, & Pinstant ¢, le repere de Frénet est (M (£), T(t), N(t)) ot M(t) = <1 ~ cos(?)

1.3.3 Proposition
a7

Lorsque f est une courbe réguliere et C2, G est toujours colinéaire a ﬁ

De méme % est toujours colinéaire a ﬁ

Preuve.
7 a(t) . —b(t)
Notons ? t (b(t)) Alors ﬁ t OR

De plus, pour tout ¢ € I, \/a(t)? + b(t)? = 1. En dérivant chaque membre (c’est
possible car a, b sont dérivables et a? + b ne s’annulent pas) on obtient
a'(t)a(t) +0'(t)b(t)
a(t)? + b(t)?

/
Ainsi % = Z, est orthogonal a ? (le produit scalaire, qui est le numérateur
précédent, est nul).
Pour la seconde partie, il suffit de remarquer que % = % X % et % = HJ}’H
est un scalaire. n

I.4 Courbure

1.4.1 Définition

Soit f une courbe réguliére et de classe C2 définie sur I'intervalle 1.
En tout t € I, on note ~(t) le nombre vérifiant

d? B ﬁ
ds v
Cette formule est appelée formule de Frenet.
Une analyse immédiate des unité montre que -y s’exprime en m™" car s est une longueur.
On admet provisoirement que la fonction « ainsi définie sur I est de classe C*~2 lorsque
f est de classe C*.

1

1.4.2 Interprétation du signe de

Remarquons d’abord que, en tg fixé, pour passer du vecteur ? au vecteur ﬁ on tourne
d’un angle de § "vers la gauche” (dans le sens trigonométrique, le cercle est un virage a
gauche).

De plus, ‘31—:: représente les variations de ?, c’est a dire les variables de la trajectoire.

— Lorsque v(tg) > 0, la courbe tourne "vers la gauche” au voisinage de ¢y (a interpréter
comme sur le cercle).
— Lorsque 7(tp) < 0, la courbe tourne "vers la droite”.

1.4.3 Exemple
1. Courbure du cercle de centre O et de rayon R > 0. On trouve v = & (une fonction

constante).
.. :p ds 1
2. Pour la cycloide, sur | — m, [, on avait §; = T T
N 1 — cos(t sin & - —cost
Ainsi T = 1+ . *) = 72 ]. Donc N = L 2.
2sin 3 sint cos 35 sin 5
1 t
dT _ dsdT _ 1 2 COS3 — -1
De plus, 45 = q¢ ‘dr = 2ein T (;siné et donc (t) = Isin g
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1.4.4 Exemple
Calculer I'expression du vecteur vitesse et du vecteur accélération en fonction de ? ﬁ Y-

On note v = ||f'| et 7= f". AlorsvaT par définition de 7. x
De plus, a—‘é’Z: T+v = T—i—v‘ggi: T—f—vny .

1.4.5 Théoréme (Détermination angulaire)
Il existe une fonction o € C*~1(I,R) telle que

Vie I T(t) = (Zifégg))o = cos(a(t))7+ sin(a(t)]

1.4.7 Proposition

Ainsi «(t) est Pangle entre 7 (le premier vecteur de la base canonique) et ?(t) Avec les notations du théoréme précédent, y = 92
Preuve. Preuve.
Hors programme. En notant T = cos(a)?+ sin()7, on a ‘fj_f = 92 (—sin(a)7+ cos(@)]) = ‘;—‘Sxﬁ.
On consideére la fonction g : I — C qui & t associe affixe de ?(t) On a Ne pas oublier que « dépend du parametre (s ici) et qu’on doit donc utiliser
H?(t)” =1 et donc |g(t)| = 1. il s’agit de montrer que V¢ € I g(t) = ¢**®) et que une dérivée composée. "

la fonction o est C*~1. On sait que g est de classe C*~1.
On a gg = 1 et en dérivant on obtient ¢'g + gg’ = 0, c’est & dire que la fonction 1.4.8 Interprétation de la courbure

1= _ g . —1al > _ 1 ti . .
g9 (st |2] alors 7 = ) est imaginaire pure. 1. Si~y > 0, c’est que la détermination angulaire croit, c’est a dire que la courbe tourne

On ﬁxe to € 1. Soit 0 : t s —i j; gg((tf)dt Alors 0 : I — R et est de classe CF~1 vers la gauche.
On a alors 2. Si v < 0, c’est que la détermination angulaire décroit, c’est a dire que la courbe
tourne vers la droite.
o(t) g’(t)

(ew(t))’ _ i) Pg(t) — e Wg'(t) _

g(t) 12(t) g2 ( 9(t) g(t) —g(t)) =0 3. Si 7y est grand en valeur absolue, c’est que « change rapidement, c’est a dire que la
courbe tourne "vite”.

.. i0(t) . .
Ainsi t — eq(t) est une fonction constante sur l'intervalle 1.

e II Enveloppe, développée
g(t) = K

avec g(tg) = K = e car l9(to)| = 1 et donc g(t) = e(at0(t) ot o = a + 6 € CF1 II.1 Courbe developpee

convient ! m II.1.1 Définition

Un point d’une courbe paramétrée est dit birégulier ssi les vecteurs vitesse et accélération

1.4.6 Tllustration en ce point ne sont pas colinéaires. On a donc (avec les notations classiques) les entiers

p et g qui valent p=1et g = 2.
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I1.1.2 Proposition
Pour une courbe réguliere C2, le point de parameétre t est birégulier ssi y(t) # 0.

—2sin(t)

o 02 Qo _
f est de classe C2. Soit t € [ cos(t)

1o =
-2 sin(t))

) et donc

P
(t) 4 sin?(t)+cos?(t) ( COS(t)

Trouvons 7.

df _ 1 4T
Ona g = mronde
Preuve. 2 Ainsi
Si on calcule [?, %.] (produit mixte, c’est le (.iéterminant dans le plan qui ne/dépend a7 1 6eos(t)sin(t) [—2sin(t) 1 9 cos(t)
pas du ROND choisi pour le calculer), on obtient v en prenant les coordonnées dans  ——(t) = - T — ;
la base de Frenet. ds 351n )+1 2 (3sin?(t) + 1)2 \ cos(t) 3sin?(t) +1 \ ~ sin(t)
Hors, T = L et Q _ dsdT _ 1 (( ) '+ f”) _ —2sin(t) 2 —2cos(t)
771 d dt dt — T 771 77 = Gann 1 1) —3 cos(t) sin(t) cos(t) + (3sin”(t) +1) ( sin(t)
a1 1 1 _ 1
Ainsiy = |:|f/|f,7 7T = <(|f/|) [+ Hf I f")] Hf IE = f'] = FAE L "] _ (6 cos(t s1n .— 6sin?(t) cos(t) —.2 cos(t)>
(linéarité + caractere alterné). Finalement  @Bsin’(t) + 1) —3cos? (1) sin(f) — 3sin®(¢) — sin(t)
o . —2cos(t 2 =
_ (dt\?[dOM d*OM (3sm (3sin2(t) + 1) \—4sin(t) ) ~ (3sin(t) + 1)3
7= \ds at  de
Ainsi v(t) =

I1.1.3 Définition
Soit f € C2(I,R?) une courbe biréguliere (tous les points sont biréguliers). Le rayon
de courbure au point t est R(t) = —& et le centre de courbure est le point C(t) =
v(t)
M(t) + R(t)N(t) ie MC = RN.
On peut évidemment repérer M par son abscisse curviligne et exprimer toutes les
quantités en fonction de s.

I1.1.4 Interprétation

Au point de parametre t; € I, le cercle tangent en T'(¢1) qui “ressemble” le plus a la
courbe est le cercle centré en C(t1) et de rayon R(t1). On lappelle cercle de courbure en
t1.

I1.1.5 Définition
Le lieu des centres de courbure d’une courbe s’appelle la courbe développée. C’est la

courbe t — O?(t)

I1.1.6 Exemple

e ) 2cos(t)\ _ (=z(t)\ _ == B
Prenons comme courbe lellipse f : ¢ — <sin(t) ) = <y(t) = OM(t) sur [—m, 7).
Trouvons sa courbe développée.

(3blH2(t)+1)2 '
- - 1 A7 2 cos(t)
Maintenant, le centre de courbure vérifie C(t) = M(t) + TN (t) = sin(t) +
3sin?(#)+1 <—cos(t)) B (g cos(t) — 2 cos(t) sin2(t)> - ( cos?(t)

2 —2sin(t) —3sin3(t) —2sin®(2)
une astroide.

I1.1.7 Exemple
Calculons la développée de la cycloide (sur | — 7, 7|, le reste s’obtenant par translation).

[\l

et on reconnait

COs

Tei M(t) = <t Sin(( ))> De plus, R(t) = —dsin £ et N(t) = <‘Sm f)
st 00 = (1750~ (a1 omiey) = (Lot

cycloide.

). On obtient une autre

11.2 Enveloppe d’une famille de droite

I1.2.1 Définition
Soit (Dy)ter une famille de droite. On dit que (D;)ier admet la courbe f : t — OM )
comme enveloppe ssi pour tout t € I on a

1. M(t) € D,
2. D, est tangente & f en M(t).

Chap 16 : Etude métrique des courbes paramétrées
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I1.2.2 Mise en équation

On se donne un points A(t) et un vecteur directeur @(t) pour chaque droite D;. Ainsi

= {A(t) + Md(t)| A € R} = A(t) + Vect(u(t)).

On cherche donc & écrire M (t) = A(t) + \(t)u(t) et il faut en plus que la tangente en
M (t) soit dirigée par w(t).

On suppose les fonctions en jeu dérivables et on obtient dOM

= A'(t) + N(t)u(t) +
A(t)d'(t). La condition de tangence devient [dOM @(t)] = 0 qui peut se récrire [A'(t) +

dt
A()d' (t),u(t)] = 0 (le déterminant est alterné).

I1.2.5 Proposition
Soit f € C?(I,R?) une courbe biréguliére. La courbe développée de f est également

Penveloppe de la famille D, = M (t) + Vect(ﬁ(t)) (la famille des normales).

On peut remplacer le vecteur N(t) par n’importe quel vecteur proportionnel et
non nul.
Les normales a f sont tangentes a la courbe développée de f.

I1.2.3 Proposition
Une enveloppe de la famille D; = A(t) + Vect(u(t)) est donnée par f : ¢t — M(t)

A(t)+ A(t)i(t) ot  est une fonction de classe Ct vérifiant [A’(¢) + \(¢)@ (t), u(t)] = 0.

I1.2.4 Exemple
Pour ¢ € [—m, 7], on considére le point A(t) =
(cos(3h), s1n(32t)).

Calculons lenveloppe des droites Dy = A(t) + Vect(u(t)).

A et @ sont bien dérivables (coordonnée par coordonnée) et on cherche donc une fonc-

tion A telle que | _/i( t) + A(t) S (t), d@(t)] = 0.
On résout donc

(cos(t)//sin(t)) et le vecteur w(t) =

—sin(t) — 3A(¢)sin & cos 2 L3t ] 3t 3 _
cos(t) + 3>\( ) cos sm% =0 < —sin(t)sin 5 cos(t) cos 5 2)\(75) =0
On a donc A\(t) = —%cos L

s
Ainsi la courbe f :t — OM(t) cherchée vérifie

OM (1) = o [cos(t) 2 t
OM(t) = A(t) + A(t)u(t) = (sin(t)) — g8y f
_ 1L (3 cos(t) — 2cos(}) 005(3’2’5))
3 \3sin(t) — 2cos($)sin(Z})
Comme 2 cos(a) cos(b) = cos(a + b) + cos(a — b) et 2 cos(a) sin(b) = sin(a + b) — sin(a — b)

on obtient
—— 1 (2cos(t) — cos(2t)
OM(t) = 3 (QSin(t) - sin(2t)>

Preuve.
Notons g : s — C(s) = M(s) + R(s)ﬁ(s) la courbe développée de f que l'on
a paramétré par ’abscisse curviligne. Clairement chaque point de g est sur une

normale. -
Il reste & montrer que les normales sont tangentes & g. Or % ? + dRﬁ +
n

(—T) =

dRﬁ Ainsi les tangentes & g sont dirigées par

I1.2.6 Conséquence géométrique

Les normales a f sont tangentes a la courbe développée.

11.2.7 Exemple
Calculons la développée de la demi-hyperbole paramétrée par x(t)
pour t € R.

On note f : ¢t — (;Eg) qui est C*°. De plus, pour t € R, f'(t) = (
N . < o [—ch(?)
N(t) est proportionnel a @(t) = < sh(t) )
On cherche donc une courbe notée M qui vérifie M(t) =

@(t)] = 0.

= ch(t) et y(t) = sh(t)

sh(t)

ch(t)) et donc

(o) 2 (i)

pour une fonction A telle que [f/(¢) + \(¢)d' (¢),

Cette équation peut s’écrire SEE? :L igt; i}ﬁgt; _9,}61}(115(;)’ = 0 ou encore sh*(t)+ch?(t)+
A(t)(—sh?(t) 4 ch?(t)) = 0 cest & dire A\(t) = — ch?(t) — sh?(¢t).

ch(t) 4+ ch®(t) +

Finalement, M (t) = <sh(t) — ¢h?(#)sh

i i) - (5ad)
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