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Notationsþ Commeþ d’habitude,þ I désigneþ unþ intervalleþ deþ R nonþ videþ etþ nonþ réduitþ àþ
unþ point.þ

Iþ Dérivabilitéþ

I.1þ Définitionsþ
Définitionþ 1þ

1.þ Soitþ f : I → R etþ a ∈ I.þ Onþ ditþ queþ f estþ dérivableþ enþ a siþ lim
x→a

f(x)−f(a)
x−a existeþ etþ

estþ finie.þ
Dansþ ceþ casþ onþ noteþ f ′(a) cetteþ limite,þ etþ onþ l’appelleþ nombreþ dérivéþ deþ f enþ a.þ Onþ
laþ noteþ parfoisþ dþf

dþx (a) (quandþ laþ variableþ deþ f estþ notéeþ x.)þ
Ilþ estþ équivalentþ deþ supposerþ queþ f admetþ unþ DLþ àþ l’ordreþ 1þ enþ a : f =

a
f(a) +

λ(x− a) + o(x− a) pourþ λ ∈ R etþ onþ aþ alorsþ λ = f ′(a).þ
2.þ Siþ f estþ dérivableþ enþ toutþ pointþ deþ I,þ onþ ditþ queþ f estþ dérivableþ surþ I.þ L’applicationþ

x 7→ f ′(x) estþ alorsþ définieþ surþ I etþ estþ appeléþ fonctionþ dérivéeþ deþ f .þ
Onþ noteþ D(I,R) l’ensembleþ desþ fonctionsþ dérivablesþ surþ I.þ

Exempleþ 1þ
1.þ Soientþ n ∈ N etþ fn : R → R deþ procédéþ x 7→ xn.þ Soitþ a ∈ R.þ Alorsþ fn estþ dérivableþ

enþ a deþ nombreþ dérivéþ nan−1.þ
2.þ ln estþ dérivableþ parþ définition.þ Pourþ exp,þ voirþ laþ suiteþ duþ chapitre.þ
3.þ sin estþ dérivableþ enþ toutþ a ∈ R etþ sin′(a) = cos(a).þ

Exempleþ 2þ
Laþ fonctionþ |.| estþ dérivableþ surþ R∗ maisþ pasþ dérivableþ enþ 0.þ

Enþ effetþ surþ R∗
− etþ R∗

+ cetteþ fonctionþ estþ respectivementþ −Id etþ Id,þ fonctionsþ dontþ
nousþ venonsþ deþ prouverþ laþ dérivabilité.þ Maisþ lim0−

|x|−x
x−0 = −1 etþ lim0+

|x|
x = 1.þ Ainsiþ ceþ

rapportþ n’aþ pasþ deþ limiteþ enþ 0 etþ doncþ |.| n’estþ pasþ dérivableþ enþ 0.þ

Théorèmeþ 1þ
Soientþ f : I → R etþ a ∈ I.þ SIþ f estþ dérivableþ enþ a ALORSþ f estþ continueþ enþ a.þ

Preuve.þ
Enþ effet,þ siþ f admetþ unþ DL1(a) alorsþ f admetþ unþ DL0(a).þ

Remarqueþ

Onþ aþ pasþ duþ toutþ deþ réciproqueþ àþ ceþ théorème.þ Parþ exemple,þ laþ fonctionþ |.| estþ continueþ
maisþ nonþ dérivableþ enþ 0.þ Ilþ existeþ mêmeþ desþ fonctionsþ continueþ surþ R etþ nulleþ partþ dérivableþ !þ

Définitionþ 2þ
Onþ définitþ commeþ d’habitudeþ lesþ ensemblesþ Ck(I,R) parþ

1.þ C0(I,R) estþ l’ensembleþ desþ fonctionsþ continueþ deþ I dansþ R.þ
2.þ Pourþ k ∈ N onþ aþ f ∈ Ck+1(I,R) ⇐⇒ f estþ dérivableþ etþ f ′ ∈ Ck(I,R).þ

Onþ poseþ égalementþ Dk(I,R) l’ensembleþ desþ fonctionsþ k foisþ dérivablesþ deþ I dansþ R.þ Onþ
noteþ f (k) laþ dérivéeþ kièmeþ deþ f .þ

Siþ f ∈ Ck(I,R) pourþ toutþ k ∈ N onþ ditþ queþ f estþ deþ classeþ C∞ ouþ encoreþ f ∈ C∞(I,R).þ

Remarqueþ

Etreþ k foisþ dérivableþ estþ différentþ d’êtreþ deþ classeþ Ck.þ Onþ aþ f ∈ Ck(I,R) ⇒ f ∈ Dk(I,R),þ
c’estþ àþ direþ queþ Ck ⊂ Dk.þ

D’uneþ manièreþ généraleþ

C∞ ⊂ Ck ⊂ Dk ⊂ Ck−1 ⊂ · · · ⊂ D ⊂ C

Cesþ inclusionsþ sontþ strictes.þ Parþ exempleþ x 7→ x2 sin( 1x ) estþ dansþ D(R,R),þ maisþ saþ
dérivéeþ n’aþ pasþ deþ limiteþ enþ 0þ etþ doncþ n’estþ pasþ continueþ enþ 0.þ

I.2þ Tangentesþ
Explicationþ Leþ rapportþ quiþ admetþ uneþ limiteþ quandþ f estþ dérivableþ estþ laþ penteþ deþ laþ
droiteþ passantþ parþ (a, f(a)) etþ (x, f(x)).þ

Définitionþ 3þ
Soientþ f : I → R etþ a ∈ I.þ

1.þ Siþ f estþ dérivableþ enþ a,þ alorsþ laþ droiteþ d’équationþ y = f(a)+f ′(a)(x−a) estþ appeléþ
tangenteþ àþ f enþ a.þ

2.þ Siþ lim
a

f(x)−f(a)
x−a = ±∞ alorsþ laþ droiteþ d’équationþ x = a estþ appeléeþ tangenteþ àþ f enþ

a.þ

Explicationþ Onþ aþ f(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) + oa(x − a) quandþ f estþ dérivable.þ Ceciþ
signifieþ queþ laþ droiteþ y = f(a) + f ′(a)(x − a) estþ laþ "meilleure"þ approximationþ affineþ deþ
f auþ voisinageþ deþ a.þ C’estþ laþ droiteþ quiþ ressembleþ leþ plusþ àþ laþ courbeþ deþ f àþ cetþ endroit.þ
L’unicitéþ desþ coefficientsþ d’unþ développementþ limitéþ assureþ l’unicitéþ d’uneþ telleþ droite.þ

Définitionþ 4þ
Soientþ f : I → R etþ a ∈ I.þ Onþ considère,þ pourþ x ∈ I etþ x 6= a leþ rapportþ τa(x) =

f(x)−f(a)
x−a .þ

1.þ Siþ τa admetþ uneþ limiteþ àþ gaucheþ enþ a,þ alorsþ onþ laþ noteþ f ′
g(a) (nombreþ dérivéþ àþ

gauche)þ etþ onþ ditþ queþ f estþ dérivableþ àþ gauche.þ Laþ demi-droiteþ y = f(a)+f ′
g(a)(x−a)

etþ x 6 a estþ appeléeþ demi-tangenteþ àþ gaucheþ deþ f enþ a.þ
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2.þ Siþ tana admetþ uneþ limiteþ àþ droiteþ enþ a,þ alorsþ onþ laþ noteþ f ′
d(a) (nombreþ dérivéþ àþ

droite)þ etþ onþ ditþ queþ f estþ dérivableþ àþ droite.þ Laþ demi-droiteþ y = f(a)+f ′
d(a)(x−a)

etþ x > a estþ appeléeþ demi-tangenteþ àþ gaucheþ deþ f enþ a.þ

Remarqueþ

Laþ dérivabilitéþ àþ gaucheþ (resp.þ àþ droite)þ impliqueþ laþ continuitéþ àþ gaucheþ (resp.þ àþ droite).þ

Propositionþ 1þ
Soientþ f : I → R etþ a ∈ I̊.þ

Alorsþ f estþ dérivableþ enþ a ssiþ f estþ dérivableþ àþ gaucheþ etþ àþ droiteþ enþ a etþ f ′
d(a) = f ′

g(a).þ

I.3þ Opérationsþ surþ lesþ dérivésþ

Théorèmeþ 2þ
Soientþ f, gI → R etþ a ∈ I.þ Onþ supposeþ f, g dérivablesþ enþ a.þ

1.þ f + g estþ dérivableþ enþ a etþ (f + g)′(a) = f ′(a) + f ′(a).þ

2.þ fg estþ dérivableþ enþ a etþ (fg)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a).þ

3.þ Pourþ toutþ λ ∈ R laþ fonctionþ λf estþ dérivableþ enþ a etþ (λf)′(a) = λf ′(a).þ

4.þ Siþ g(a) 6= 0 alorsþ fg estþ dérivableþ enþ a etþ
(

f
g

)′
(a) = f ′(a)g(a)−f(a)g′(a)

g(a)2 .þ

Onþ enþ déduitþ immédiatementþ queþ l’onþ peutþ remplacerþ dérivableþ enþ a parþ dérivableþ surþ I
(leþ dernierþ pointþ devenantþ fg estþ dérivableþ enþ tousþ lesþ pointsþ oùþ g neþ s’annuleþ pas).þ

Remarqueþ

Uneþ sommeþ deþ fonctionsþ dérivablesþ estþ encoreþ dérivable.þ Laþ preuveþ estþ uneþ récurrenceþ
classiqueþ oùþ l’initialisationþ importanteþ estþ leþ casþ n = 2.þ

Corollaireþ 1þ
Pourþ toutþ n ∈ N ∪ {∞} Dn(I,R),þ siþ f, g ∈ Dn(I,R) alorsþ

(f+g)(n) = f (n)+g(n), (λf)(n) = λf (n) etþ (fg)(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f (k)g(n−k)(þ formuleþ deþ Leibniz)þ.

Leþ quotientþ deþ deuxþ fonctionsþ Dn dontþ leþ dénominateurþ neþ n’annuleþ pasþ surþ I estþ encoreþ
Dn.þ

Remarqueþ

Vuþ queþ l’onþ disposeþ d’unþ théorèmeþ similaireþ pourþ lesþ fonctionsþ continues,þ cesþ résultatsþ
sontþ encoreþ vraisþ pourþ Ck(I,R).þ

Propositionþ 2þ
Soientþ f : I → J etþ g : J → R.þ

1.þ Soitþ a ∈ I.þ Siþ f estþ dérivableþ enþ a etþ siþ g estþ dérivableþ enþ f(a) alorsþ g ◦ f estþ
dérivableþ enþ a deþ nombreþ dérivéþ f ′(a)g′(f(a)).þ

2.þ Siþ f estþ dérivableþ surþ I etþ g estþ dérivableþ surþ J alorsþ g ◦ f estþ dérivableþ surþ I deþ
fonctionþ dérivéeþ f ′ × g′ ◦ f .þ

Enþ pratiqueþ

Onþ exhiberaþ clairementþ l’intervalleþ imageþ deþ f etþ onþ montreraþ queþ g estþ dérivableþ surþ
cetþ intervalleþ pourþ appliquerþ ceþ théorème.þ

Exempleþ 3þ
Soientþ α ∈ R etþ u ∈ D(I,R∗

+).þ Montrerþ queþ lesþ fonctionsþ uα etþ ln ◦u sontþ dérivablesþ etþ
calculerþ leursþ dérivées.þ

Corollaireþ 2þ
Soitþ k ∈ N ∪ {∞},þ I, J desþ intervalles.þ

Soientþ f ∈ Ck(I, J) etþ g ∈ Ck(J,R).þ Alorsþ g ◦ f ∈ Ck(I,R).þ

Exempleþ 4þ
Calculerþ l’ensembleþ surþ lequelþ √. ◦ cos estþ dérivable.þ Mêmeþ questionþ avecþ arcsin ◦ ln

Exempleþ 5þ
Laþ fonctionþ fα : x 7→ xα estþ C∞ surþ R∗

+.þ Onþ aþ déjàþ calculéþ saþ dérivéeþ n-ièmeþ pourþ établirþ
sonþ DLn(0).þ

Théorèmeþ 3þ (Bijectionþ réciproque)þ
Soitþ f ∈ D(I,R) bijectiveþ deþ I surþ f(I) (c’estþ àþ direþ queþ f estþ injective,þ ouþ encoreþ
strictementþ monotoneþ carþ f estþ continue)þ etþ telleþ queþ f ′ neþ s’annuleþ pasþ surþ I.þ Alorsþ f−1

estþ dérivableþ surþ f(I) etþ

(f−1)′ =
1

f ′ ◦ f−1
.

Corollaireþ 3þ
Soitþ f ∈ Ck(I,R) injectiveþ etþ telleþ queþ f ′ neþ s’annuleþ pasþ surþ I.þ Alorsþ f−1 ∈ Ck(f(I), I).þ
Leþ résultatþ estþ encoreþ vraiþ pourþ k = +∞
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IIþ Fonctionsþ dérivablesþ

II.1þ Rolleþ etþ accroissementsþ finisþ
Définitionþ 5þ (Extremumþ local)þ
Soientþ f : I → R etþ a ∈ I.þ

1.þ Onþ ditþ queþ f admetþ unþ maximumþ localþ enþ a siþ f estþ majoréþ parþ f(a) auþ voisinageþ
deþ a (ilþ existeþ unþ intervalleþ centréþ enþ a telþ queþ f estþ majoréþ parþ f(a) surþ cetþ
intervalle).þ

2.þ Onþ ditþ queþ f admetþ unþ minimumþ localþ enþ a siþ f estþ minoréþ parþ f(a) auþ voisinageþ
deþ a.þ

Théorèmeþ 4þ
Soientþ f : I → R etþ a ∈ I̊.þ Siþ f estþ dérivableþ enþ a etþ admetþ unþ extremumþ localþ enþ a alorsþ
f ′(a) = 0.þ

Théorèmeþ 5þ (Théorèmeþ deþ Rolle)þ
Soitþ f ∈ C([a, b],R),þ dérivableþ surþ ]a, b[ etþ telleþ queþ f(a) = f(b).þ Alorsþ ilþ existeþ c ∈]a, b[ telþ
queþ f ′(c) = 0.þ

Théorèmeþ 6þ (Théorèmeþ desþ accroissementsþ finis)þ
Soitþ f : [a, b] → R continueþ surþ [a, b] etþ dérivableþ surþ ]a, b[.þ Alorsþ ilþ existeþ c ∈]a, b[ telþ queþ
f ′(c) = f(b)−f(a)

b−a .þ

Théorèmeþ 7þ (Inégalitéþ desþ accroissementsþ finis)þ
Soitþ f ∈ C([a, b],R) dérivableþ surþ ]a, b[.þ

1.þ S’ilþ existeþ m,M ∈ R telsþ queþ ∀x ∈]a, b[ m 6 f ′(x) 6 M alorsþ m(b − a) 6 f(b) −
f(a) 6 M(b− a).þ

2.þ Siþ |f ′| estþ majoréeþ surþ [a, b] parþ K ∈ R+ alorsþ |f(b)− f(a)| 6 K|b− a|.þ

II.2þ Prolongementþ C1

Théorèmeþ 8þ
Soitþ f ∈ C([a, b],R) etþ estþ dérivableþ surþ ]a, b].þ

1.þ Siþ lim
a+

f ′ existeþ dansþ R alorsþ lim
a+

f(x)−f(a)
x−a aussiþ etþ cesþ limitesþ sontþ égales.þ

2.þ Enþ particulier,þ siþ f ∈ C1(]a, b],R) etþ siþ f ′ admetþ uneþ limiteþ finieþ àþ droiteþ enþ a alorsþ
f estþ dérivableþ enþ a,þ f ′ estþ continueþ enþ a etþ doncþ f ∈ C1([a, b],R).þ

3.þ Siþ f ∈ C([a, b],R) etþ estþ dérivableþ partoutþ saufþ enþ x0 ∈]a, b[,þ etþ siþ enþ plusþ f ′ admetþ
desþ limitesþ àþ gaucheþ etþ àþ droiteþ égaleþ enþ x0,þ alorsþ f estþ dérivableþ enþ x0 etþ f ′ yþ estþ
continue.þ

II.3þ Lienþ avecþ laþ monotonieþ
Théorèmeþ 9þ
Soitþ f ∈ D(I,R).þ Alorsþ f estþ constanteþ ssiþ f ′ = 0.þ (Laþ dérivabilitéþ àþ l’intérieurþ deþ I suffit)þ

Théorèmeþ 10þ
Soitþ f ∈ D(I,R).þ

1.þ f ′ > 0 ssiþ f estþ croissanteþ surþ I etþ f ′ 6 0 ssiþ f estþ décroissante.þ
2.þ f estþ strictementþ croissanteþ (resp.þ décroissante)þ ssiþ f ′ estþ positiveþ (resp.þ négative)þ

ouþ nulleþ surþ I etþ Z = {x ∈ I| f ′(x) = 0} neþ contientþ pasþ d’intervalleþ nonþ videþ etþ
nonþ réduitþ àþ unþ pointþ (onþ ditþ :þ estþ d’intérieurþ vide).þ

Enþ particulier,þ siþ f ′ > 0,þ alorsþ f estþ strictementþ croissante.þ

IIIþ Applicationsþ

III.1þ Taylor,þ encoreþ
Lemmeþ 1þ
Soitþ f ∈ D(I,R) etþ a ∈ I.þ Siþ f ′(x) = oa((x− a)n) alorsþ f(x)− f(a) = oa((x− a)n+1).þ

Propositionþ 3þ (Primitivationþ desþ développementsþ limités)þ
Soientþ f ∈ D(I,R), a ∈ I, n ∈ N.þ Siþ f ′ possèdeþ unþ DLþ(a, n) ie.þ f ′(x) =

n∑
k=0

ak(x− a)k +

oa((x− a)n) alorsþ f admetþ unþ DLþ(a, n+1) etþ f(x) = f(a) +
n∑

k=0

ak

k+1 (x− a)k+1 + oa((x−

a)n+1).

Théorèmeþ 11þ (Formuleþ deþ Taylor-Youg)þ
Soientþ n,∈ N, f ∈ Cn(I,R) etþ a ∈ I.þ Alorsþ f possèdeþ unþ développementþ limitéþ àþ l’ordreþ n

auþ voisinageþ deþ adonnéþ parþ f(x) =
n∑

k=0

f(k)(a)
k! (x− a)k + oa((x− a)n).

III.2þ Suitesþ récurrentesþ
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