PTSI 2011-2012

Notations Comme d’habitude, I désigne un intervalle de R non vide et non réduit a

un point.

I Dérivabilité

I.1 Deéfinitions
Définition 1
1. Soit f: I >R eta € l. On dit que f est dérivable en a si lim W existe et
T—a
est finie.
Dans ce cas on note f'(a) cette limite, et on Uappelle nombre dérivé de f en a. On
la note parfois Z—:{(a) (quand la variable de f est notée x.)
Il est équivalent de supposer que f admet un DL & Uordre 1 en a : f = f(a) +
a
Mz —a) +o(x —a) pour A € R et on a alors A = f'(a).
2. Si f est dérivable en tout point de I, on dit que f est dérivable sur I. L’application
x> f'(x) est alors définie sur I et est appelé fonction dérivée de f.

On note D(I,R) ’ensemble des fonctions dérivables sur I.

Exemple 1
1. Soientn € N et f,, : R — R de procédé x — z™. Soit a € R. Alors f, est dérivable
en a de nombre dérivé na™!.

2. In est dérivable par définition. Pour exp, voir la suite du chapitre.

3. sin est dérivable en tout a € R et sin’(a) = cos(a).

Exemple 2
La fonction |.| est dérivable sur R* mais pas dérivable en 0.

En effet sur R* et RY cette fonction est respectivement —Id et Id, fonctions dont
nous venons de prouver la dérivabilité. Mais limg- ‘fc‘:ox = —1 et limgy+
rapport n’a pas de limite en 0 et donc |.| n’est pas dérivable en 0.

L=l
x

= 1. Ainsi ce

Théoréme 1
Soient f: I >R etaecl. SIf est dérivable en a ALORS f est continue en a.

Preuve.
En effet, si f admet un DL (a) alors f admet un DLg(a). ]
Remarque

On a pas du tout de réciproque a ce théoréme. Par exemple, la fonction |.| est continue
mais non dérivable en 0. Il existe méme des fonctions continue sur R et nulle part dérivable!

Définition 2
On définit comme d’habitude les ensembles C*(I,R) par
1. C°(1,R) est l’ensemble des fonctions continue de I dans R.
2. Pour k€N on a f € CF1(I,R) <= f est dérivable et f' € C*(I,R).

On pose également D*(I,R) I’ensemble des fonctions k fois dérivables de I dans R. On
note f*) la dérivée kieme de f.
Si f € CF(I,R) pour tout k € N on dit que f est de classe C* ou encore f € C>(I,R).

Remarque

Etre k fois dérivable est différent d’étre de classe C¥. Ona f € C*(I,R) = f € D¥(I,R),
c’est a dire que C* C D*.
D’une maniére générale

c*ccftcphcceitc...cpce
Ces inclusions sont strictes. Par exemple z + 22sin(1) est dans D(R,R), mais sa

x

dérivée n’a pas de limite en 0 et donc n’est pas continue en 0.

1.2 Tangentes

Explication Le rapport qui admet une limite quand f est dérivable est la pente de la
droite passant par (a, f(a)) et (z, f(x)).

Définition 3
Soient f: I >R etael.
1. Si f est dérivable en a, alors la droite d’équationy = f(a)+ f'(a)(x — a) est appelé
tangente a f en a.

2. Silim W = t00 alors la droite d’équation x = a est appelée tangente a f en
a
a.

Explication On a f(z) = f(a) + f'(a)(x — a) + 04(z — a) quand f est dérivable. Ceci
signifie que la droite y = f(a) + f'(a)(x — a) est la "meilleure" approximation affine de
f au voisinage de a. C’est la droite qui ressemble le plus a la courbe de f & cet endroit.
L’unicité des coefficients d’un développement limité assure I'unicité d’une telle droite.

Définition 4

Soient f : I - R eta € I. On considére, pour x € I et x # a le rapport 7,(x) = f@)=fa)

r—a

1. Si 1, admet une limite a gauche en a, alors on la note fi(a) (nombre dérivé a
gauche) et on dit que f est dérivable a gauche. La demi-droitey = f(a)+fy(a)(v—a)
et x < a est appelée demi-tangente & gauche de f en a.
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2. Si tan, admet une limite o droite en a, alors on la note fj(a) (nombre dérivé & Remarque

droite) et on dit que f est dérivable & droite. La demi-droite y = f(a)+ fi(a)(x—a)
et x > a est appelée demi-tangente & gauche de f en a.

Remarque
La dérivabilité & gauche (resp. a droite) implique la continuité & gauche (resp. a droite).

Proposition 1 )
Soient f : I - R etael.

Alors f est dérivable en a ssi f est dérivable a gauche et a droite en a et fj(a) = fy(a).

I.3 Opérations sur les dérivés

Théoréme 2
Soient f,gI - R et a € I. On suppose f,g dérivables en a.

1. f+ g est dérivable en a et (f + g)'(a) = f'(a) + f'(a).
2. fg est dérivable en a et (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
3. Pour tout X\ € R la fonction \f est dérivable en a et (A

f) (a) = Af'(a).

- f'(a)g(a)—f(a)g'(a)
4. Sig(a) # 0 alors L % est dérivable en a et (g) (a) = BT ——

On en déduit immédiatement que ’on peut remplacer dérivable en a par dérivable sur I
(le dernier point devenant 5 est dérivable en tous les points ot g ne s’annule pas).

Remarque

Une somme de fonctions dérivables est encore dérivable. La preuve est une récurrence
classique ou l'initialisation importante est le cas n = 2.

Corollaire 1
Pour tout n € NU {oo} D"(I,R), si f,g € D™(I,R) alors

n

(f+g)™ = fM g () = A
k=0

Le quotient de deux fonctions D™ dont le dénominateur ne n’annule pas sur I est encore
D",

et (fg)(n) = Z (Z) f(k)g("fk)(formule de Leibniz).

Vu que 'on dispose d’un théoréme similaire pour les fonctions continues, ces résultats
sont encore vrais pour C¥(I,R).

Proposition 2
Soient f: I — Jetg:J—R.

1. Soit a € I. Si f est dérivable en a et si g est dérivable en f(a) alors go f est
dérivable en a de nombre dérivé f'(a)g'(f(a)).

2. Si f est dérivable sur I et g est dérivable sur J alors g o f est dérivable sur I de
fonction dérivée f' x g’ o f.

En pratique

On exhibera clairement I'intervalle image de f et on montrera que g est dérivable sur
cet intervalle pour appliquer ce théoréme.

Exemple 3
Soient o € R et w € D(I,RY). Montrer que les fonctions u®
calculer leurs dérivées.

et Inou sont dérivables et

Corollaire 2
Soit k € NU {oo}, I,J des intervalles.
Soient f € C¥(I,J) et g € CK(J,R). Alors go f € C*(I,R).

Exemple 4
Calculer Uensemble sur lequel /- o cos est dérivable. Méme question avec arcsinoln

Exemple 5
La fonction f,
son DL, (0).

cx = a® est C° sur RY. On a déja calculé sa dérivée n-iéme pour établir

Théoréme 3 (Bijection réciproque)

Soit f € D(I,R) bijective de I sur f(I) (c’est a dire que f est injective, ou encore
strictement monotone car f est continue) et telle que f' ne s’annule pas sur I. Alors f~1
est dérivable sur f(I) et

1

—1y/
() = o

Corollaire 3
Soit f € C*(I,R) injective et telle que f' ne s’annule pas sur I. Alors f~* € CF(f(I),I).
Le résultat est encore vrai pour k = +00
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II Fonctions dérivables

II.1 Rolle et accroissements finis

Définition 5 (Extremum local)
Soient f: I >R etacl.

1. On dit que f admet un mazimum local en a si f est majoré par f(a) au voisinage
de a (il existe un intervalle centré en a tel que f est majoré par f(a) sur cet
intervalle).

2. On dit que f admet un minimum local en a si f est minoré par f(a) au voisinage
de a.

Théoréme 4 )
Soient f: I - R etaecl. Sif estdérivable en a et admet un extremum local en a alors

'(a) = 0.

Théoréme 5 (Théoréme de Rolle)
Soit f € C([a,b],R), dérivable sur]a,b| et telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a, [ tel
que f'(c) = 0.

Théoréme 6 (Théoréme des accroissements finis)
Soit f : [a,b] = R continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[. Alors il existe ¢ €]a,b| tel que
f(c) = f(bl)):f(a)

a

Théoréme 7 (Inégalité des accroissements finis)
Soit f € C([a,b],R) dérivable sur]a,b|.
1. §’il existe m, M € R tels que Vz €]a,b] m < f'(x) < M alors m(b —a) < f(b) —
fla) <M(b—a).
2. Si|f'| est majorée sur [a,b] par K € RT alors |f(b) — f(a)| < K|b— al.

II.2 Prolongement C!

Théoréme 8
Soit f € C([a,b],R) et est dérivable sur a,b].

1. Si lir+n f' existe dans R alors 1ir+n W aussi et ces limites sont égales.
a a
2. En particulier, si f € C1(Ja,b],R) et si f' admet une limite finie a droite en a alors

f est dérivable en a, f' est continue en a et donc f € C1([a,b],R).

3. Si f € C([a,b],R) et est dérivable partout sauf en xg €|a,b|, et si en plus f' admet
des limites a gauche et a droite égale en xg, alors f est dérivable en xq et f' y est
continue.

I1I.3 Lien avec la monotonie
Théoréme 9
Soit f € D(I,R). Alors f est constante ssi f* = 0. (La dérivabilité a Uintérieur de I suffit)
Théoréme 10
Soit f € D(I,R).
1. f' >0 ssi [ est croissante sur I et f' <0 ssi f est décroissante.

2. f est strictement croissante (resp. décroissante) ssi f' est positive (resp. négative)
ou nulle sur I et Z = {x € I| f'(x) = 0} ne contient pas d’intervalle non vide et
non réduit & un point (on dit : est d’intérieur vide).

En particulier, si f' >0, alors [ est strictement croissante.

IIT Applications

III.1 Taylor, encore

Lemme 1

Soit f € D(I,R) et a € I. Si f'(z) = 0a((x — a)") alors f(z) — f(a) = 0a((x — a)" ).
Proposition 3 (Primitivation des développements limités) n

Soient f € D(I,R),a € I,n € N. Si f' posséde un DL(a,n) ie. f'(z) = . ar(z —a)* +

n

0a((z —a)") alors f admet un DL(a,n+1) et f(z) = f(a)+ >° 45 (x — a)* ! 4o, ((z —

k=0
a)"tt).

Théoréme 11 (Formule de Taylor-Youg)
Soient n,e N, f € C"(I,R) et a € I. Alors f posséde un développement limité a l'ordre n

n
au voisinage de adonné par f(z) = > %(% —a)* + 0,((x — a)").
k=0

IT1.2 Suites récurrentes
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