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Dans tout le chapitre, K désigne un corps, qui sera pour nous R ou C.

I Espace des applications linéaires
I.1 LK(E, F )
I.1.1 Définition
Soient E,F deux K-ev.

1. Une application f : E → F est dite application linéaire si

∀x, y ∈ E f(x+ y) = f(x) + f(y) et ∀x ∈ E∀α ∈ K f(αx) = αf(x).

Il est équivalent d’imposer ∀x, y ∈ E∀α, β ∈ K f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y).
L’ensemble des applications linéaires (ou morphismes de K-ev) est noté LK(E,F ) ou L(E,F ) quand le corps de
base est sous-entendu.

2. Un application linéaire de E dans E est appelé endomorphisme linéaire. On note LK(E) ou L(E) l’ensemble
des endomorphismes linéaires de E.

3. Une application linéaire bijective est appelé isomorphisme linéaire, et un endomorphisme bijectif est appelé
automorphisme. L’ensemble des automorphismes de E est noté GLK(E).

4. Une application linéaire de E dans K est appelé forme linéaire sur E.
I.1.2 Exemple

1. Soit A ∈ Mn,p(K). L’application f :
{

Kp → Kn

X 7→ AX
est linéaire. On l’appelle application linéaire canonique-

ment associée à A.

ex : f :

xy
z

 7→ 2x+ z, f :
(
x
y

)
7→

 x+ y
x− y

2x+ 3y


2. T :

{
Mn,p(K) → Mp,n(K)

A 7→ tA
est linéaire. C’est un isomorphisme.

3. Soit u ∈ R3 fixé (non nul si on veut que les exemples soient intéressant). X 7→ (X|u) est linéaire, X 7→ X ∧ u
est linéaire.

4. D : f 7→ f ′ est un endomorphisme de C∞(I,R) (I intervalle non vide non réduit à un point, bien évidemment)
qui est surjectif et non-injectif.

I.1.3 Image d’une combinaison linéaire

Soit x =
n∑

i=1
λiei et f ∈ L(E,F ), alors

f(x) =
n∑

i=1
λif(ei).

La preuve est la classique récurrence se basant sur le cas n = 2 vrai par hypothèse de linéarité.

I.1.4 M-Ex

Soit E un K-ev et (e1, . . . , en) une famille de vecteurs de E. L’application

ϕ :


Kn → Ex1
...
xn

 7→
∑n

i=1 xiei

est linéaire. De plus elle est injective ssi la famille est libre, surjective ssi la famille est génératrice. Dans ce cas ou
B = (e1, . . . , en) est une base, la réciproque de ϕ est l’application MatB qui est également linéaire

I.1.5 Proposition
Soit f ∈ L(E,F ).

1. f(0E) = 0F

2. ∀x ∈ E f(−x) = −f(x)
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Preuve.
Prendre respectivement α = β = 0 et α = −1, β = 0.

I.2 Structure algébrique

I.2.1 Théorème
Soient E,F,G des K-ev.

1. LK(E,F ) est un K-ev avec 0L(E,F ) l’application nulle.
2. Si f ∈ L(E,F ) et g ∈ L(F,G) alors g ◦ f ∈ L(E,G).
3. Soient f1, f2 ∈ L(E,F ) et g1, g2 ∈ L(F,G).

g1 ◦ (f1 + f2) = g1 ◦ f1 + g1 ◦ f2 et (g1 + g2) ◦ f1 = g1 ◦ f1 + g2 ◦ f1

Preuve.
1. On sait déjà que FE est un K-ev. On va montrer que L(E,F ) en est un sev. On a évidemment 0 :{

E → F
x 7→ 0F

∈ L(E,F ). Soient maintenant f, g ∈ L(E,F ) et λ, µ ∈ K. On veut montrer que λf + µg

est linéaire. Soient donc x, y ∈ E et α, β ∈ K

(λf + µg)(αx+ βy) = λf(αx+ βy) + µg(αx+ βy) = λαf(x) + λβf(y) + µαg(x) + µβg(y)
= α(λf(x) + µg(x)) + β(λf(y) + µg(y)) = α(λf + µg)(x) + β(λf + µg)(y)

2. Montrons que f ◦ g est linéaire. Soient donc x, y ∈ E, αβ ∈ K.
g ◦ f(αx+ βy) = g(f(αx+ βy)) = g(αf(x) + βf(y)) = αg(f(x)) + βg(f(x)).

3. Le fait que f, g soient linéaire n’est pas utile pour prouver (g + g′) ◦ f = g ◦ f + g′ ◦ f qui est vrai pour
toutes fonctions (à condition de pouvoir donner un sens aux objets).
Maintenant Soit x ∈ E. g((f + f ′)(x)) = g(f(x) + f ′(x)) = g(f(x)) + g(f ′(x)).

I.2.2 Résumé des propriétés

(L(E),+, ◦) est un anneau non commutatif avec 1L(E) = IdE . Autrement dit, pour f, g, h ∈ L(E) :

— (f + g) + h = f + (g + h) (associativité)
— f + g = g + f (commutativité de +)
— f + 0 = 0 + f (0 est neutre pour +)
— f possède un opposé qui est −f : x 7→ −f(x) (= f(−x) d’ailleurs ).
— f ◦ (g ◦h) = (f ◦g)◦h (qui est vrai pour toutes les fonctions d’ailleurs, sous condition d’existence des composées)
— f ◦ IdE = IdE ◦ f = f (IdE est le neutre de la composition)
— f ◦ (g + h) = f ◦ g + f ◦ h et (f + g) ◦ h = f ◦ h+ g ◦ h.

I.2.3 M-attention

On adopte à partir de maintenant les notations classiques dans un anneau : fk est la "puissance" kième de f , c’est
à dire f ◦ f · · · ◦ f .

I.2.4 Remarque

1. L(E) n’est pas commutatif. Par exemple avec E = K[X] on pose f : P 7→ P ′ et g : P 7→ XP . Ce sont deux
endomorphismes de E mais il ne commutent pas.

2. Si f, g ∈ L(E) commutent alors on peut appliquer la formule du binôme de Newton et fn − gn = (f − g) ◦
n−1∑
k=0

fk ◦ gn−1−k où les puissances désignent la composition itérée.
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I.2.5 Proposition
Soit E un K-ev et f, g ∈ GL(E). Alors f ◦ g ∈ GL(E) et f−1 ∈ GL(E), on dit que GL(E) est un groupe pour ◦.
(On a déjà vu que l’identité est un automorphisme).

Preuve.
— IdE est le neutre de GL(E) pour ◦.
— D’après le théorème précédent, g ◦ f est linéaire. De plus comme f et g sont des bijections, leur composée

l’est aussi.
— Soient a, b ∈ E et x, y ∈ E tels que f(x) = a et f(y) = b. Soient également α, β ∈ K

f−1(αa+ βb) = f−1(αf(x) + βf(y)) = f−1(f(αx+ βy)) = αx+ βy = αf−1(a) + βf−1(b).

Donc f−1 est une bijection linéaire de E dans E.
Ces trois points font de GL(E) un sous groupe de SE (l’ensemble des bijections de E dans E munit de la

composition.)

I.3 Noyau
I.3.1 Définition
Soit f : E → F une application K-linéaire. On appelle noyau de f et on note ker f l’ensemble ker f = {x ∈ E| f(x) =
0F } = f−1({0F }).

I.3.2 Proposition
Soit f ∈ LK(E,F ). Alors ker f est un sev de E

Preuve.
f(0) = 0 donc 0E ∈ keru. La stabilité par combinaison linéaire est immédiate par linéarité de f .

I.3.3 Exemple
1. L’application qui à y ∈ C2(I,R) associe ay′′ + by′ + cy est linéaire, donc son noyau (l’ensemble des solutions de

l’EDL) est un sev !.

2.
(
x
y

)
7→ ax+ by est une forme linéaire si on fixe a, b ∈ R (elle est canoniquement associée à la ligne (a b)). Ainsi

toute droite vectorielle du plan est bien un sev de R2.

I.3.4 Remarque

On a ici un autre moyen de montrer qu’un ensemble est un espace vectoriel : l’exprimer comme noyau d’une
application linéaire.

I.3.5 Exemple
f :

{
Mn(R) → Mn(R)

A 7→ A− tA
est linéaire car c’est une c.l. d’application linéaires. Son noyau est l’ensemble des matrices

symétriques qui est donc un sev de Mn(R).
On a montré en TD que la dimension de ce noyau est n(n+1)

2 .

I.3.6 Théorème
Soit f ∈ LK(E,F ).

f est injective ssi ker f = {0E}.

Preuve.
— Si f est injective, soit x ∈ ker f . Comme f(x) = f(0E) = 0E alors x = 0E .
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— Réciproquement, supposons ker f = {0E}. Soient x, y ∈ E tels que f(x) = f(y) ie f(x− y) = 0 (linéarité).
Alors x− y ∈ ker f donc x = y et f est injective.

I.3.7 Proposition
Soit E un Kev de dimension finie et (e1, . . . , en) une base de E. Soit f ∈ L(E,F ) une application linéaire.

f est injective ⇐⇒ (f(e1), . . . , f(en)) est libre dans F

Preuve.
— ⇒

Supposons f injective. On sait que (e1, . . . , en) est libre, on va montrer que la famille (f(e1), . . . , f(en))
l’est aussi. Si on a

∑n
i=1 λif(ei) = 0 pour λ1, . . . , λn ∈ K alors f(

∑n
i=1 λiei) = 0 par linéarité puis∑n

i=1 λiei = 0 par injectivité. La liberté de (e1, . . . , en) conclut.
— ⇐ On suppose maintenant que (f(e1), . . . , f(en)) est libre dans F .

Soit x =
n∑

i=1
xiei ∈ E (coordonnées) tel que f(x) = 0E . On a alors

n∑
i=1

xif(ei) = 0 et liberté de

(f(e1), . . . , f(en)), ∀i ∈ J1, nK xi = 0. Donc f est injective car son noyau est nul.

I.3.8 Noyau d’une matrice

Soit A ∈ Mn,p(K) une matrice et fA son alca : Kp → Kn. On appelle noyau de A le noyau de fA ie l’ensemble des
solutions du système homogène associé à A. C’est un K-ev de dimension p− rg(A) d’après le chapitre sur les systèmes.

I.3.9 Exemple
Calculer le noyau de f :


R3 → R2xy
z

 7→
(
x+ y − 2z
x− y + z

)
.

I.4 Image
I.4.1 Définition
Soit f ∈ L(E,F ). L’image de f et on note Im f l’ensemble Im f = {f(x)| x ∈ E}.

I.4.2 Exemple
Trouver l’image de f :

{
R3 → R3

(x, y, z) 7→ (x+ 2y + z, 2x+ y − z, x+ 2y + z) .

On raisonne par analyse/synthèse. On prend (α, β, γ) et on se demande si on peut trouver (x, y, z) ∈ R3 tels que
f(x, y, z) = (α, β, γ), c’est à dire que l’on résout un système de second membre paramétré.

I.4.3 Remarque

Une application linéaire f ∈ L(E,F ) est surjective ssi Im f = F par définition.

I.4.4 Proposition
Soit f ∈ LK(E,F ) et E = Vect(e1, . . . , en). Alors Im f = Vect(f(e1), . . . , f(en)).

Preuve.
Tout d’abord, on a bien entendu ∀i ∈ J1, nK f(ei) ∈ Im f . Ainsi Vect((f(ei))i∈J1,nK) ⊂ Im f .

Ensuite si x ∈ E alors x =
∑n

i=1 λiei et f(x) = f (
∑n

i=1 λiei) =
∑n

i=1 λif(ei) ∈ Vect((f(ei))i). Comme tout
élément de Im f est de la forme f(x) pour un x ∈ E, on vient de prouver la deuxième inclusion.

I.4.5 Corollaire
Soit E un K-ev de dimension fini Soit f ∈ L(E,F ) et (e1, . . . , en) une base de E. f est surjective ssi (f(e1), . . . , f(en))
est génératrice de F .
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Preuve.
Trivial.

I.4.6 Exemple
Montrer que f :


R3 → R3xy
z

 7→

 2x+ y − z
−x+ 2y + z
3x− y − 2z

 est linéaire et calculer son image (équations).

II Applications linéaires en dimension finie
II.1 Isomorphismes

II.1.1 Proposition
Soit E un K-ev de dimension finie et (e1, . . . , en) une base de E.

Soit f ∈ L(E,F ). f est un isomorphisme ssi (f(e1), . . . , f(en)) est une base de F .
En particulier dimK F = n.

Preuve.
C’est une conséquence directe de I.3.7 et I.4.5.

II.1.2 Remarque

Un isomorphisme linéaire transforme toute base en une base, et réciproquement une al qui transforme une base en
une base est un isomorphisme.

II.1.3 Exemple
Montrer que f :


R3 → R3xy
z

 7→

 x+ 2y − z
3x− 2y + z
x+ 2y + 2z

 est une bijection.

Comparer les méthodes ! Ho encore une CNS d’inversibilité pour les matrices. ;.

II.1.4 Définition
Deux K-ev E et F sont dits isomorphes s’il existe f ∈ L(E,F ) qui soit un isomorphisme.

II.1.5 Corollaire
Soit E un K-ev de dimension n. et F un K-ev.

1. Soit f ∈ L(E,F ) une application linéaire injective. Soit G un sev de E de dimension finie p. Alors f(G) est de
dimension finie p.

2. E et Kn sont isomorphes
3. E et F sont isomorphes ssi dim(F ) = dim(E).

Preuve.
1. La restriction f|G : G → f(G) est linéaire et bijective.
2. Soit B une base de E, MatB est un isomorphisme.
3. Il s’agit de prouver que si leurs dimensions sont égales, alors il existe un isomorphisme de E dans F .

Soient BE une base de E et BF une base de F . Alors Mat−1
BF

◦ MatBE
convient.

II.1.6 Exemple
Tout f ∈ L(R2,R3) n’est pas un isomorphisme. Elle ne peut pas être surjective.

II.1.7 Théorème
Soient E,F deux K-espaces vectoriels de même dimension n et f ∈ L(E,F ).

f est injective ssi f est surjective ssi f est bijective.

Preuve.
Soit B = (e1, . . . , en) une base de E. f est injective ssi f(B) est libre ssi f(B) est génératrice (car dimF =
Card(f(B))) ssi f est surjective.
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II.2 Rang
II.2.1 Définition
Soient E,F deux K-ev de dimensions finies et f ∈ L(E,F ). On appelle rang de f et on note rg(f) la dimension de
Im f .

II.2.2 Remarque

1. Im f est un sev de F donc rg f 6 dimF .
2. Si (e1, . . . , en) est une base de E alors (f(e1), . . . , f(en)) est génératrice de Im f et donc

rg(f) = rg(f(e1), . . . , f(en))

donc rg f 6 dimE.
II.2.3 Lemme
Soient E,F deux K-ev et f ∈ L(E,F ). Si ker f admet un supplémentaire H dans E alors f|H : H → Im(f) est un
isomorphisme de H dans Im f .

Preuve.
On a f|H :

{
H → Im f
x 7→ f(x) et H ⊕ ker(f) = E. Il s’agit bien d’une application linéaire de L(H, Im f).

— ker f|H = {x ∈ H| f(x) = 0} = H ∩ ker f = {0E} car H et ker f sont en somme directe.
— Soit y ∈ Im f . Alors il existe x ∈ E tel que f(x) = y. Or on peut écrire x = xH + xK avec xH ∈ H et

xK ∈ ker f . Ainsi f(x) = f(xH)+f(xK) = f(xH)+0E et donc y = f(xH) = f|H(xH). Donc Im f|H = Im f .
Finalement f|H est bien un isomorphisme linéaire.

II.2.4 Théorème (Théorème du rang)
Soient E,F deux K-ev et f ∈ L(E,F ). Si E est de dimension finie alors

dimE = dim(ker f) + rg(f).

Preuve.
Soit H un supplémentaire de ker f dans E (possible car E de dimension finie). Alors d’après le lemme rg f =
dimH = dimE − dim kerE.

II.2.5 Remarque

1. rg(f) 6 dimE et rg(f) 6 dimF .
2. On a pas besoin de supposer F de dimension finie.
3. Ce n’est pas parce que dim ker f + rg f = dimE que ker f et Im f sont supplémentaires ! A priori, ils ne sont pas

sev du même ev, et même si E = F il se peut que ces espaces ne soient pas supplémentaires.
{

R2 → R2

(x, y) 7→ (y, 0)

II.2.6 Exemple
Soit f ∈ L(Rn,R) (n > 2). Si f n’est pas l’application nulle alors rg f = 1 et donc ker f est un hyperplan de Rn.

II.2.7 Proposition
Soient E,F deux K-ev de dimension finie et f ∈ L(E,F ).

1. f est surjective ssi rg f = dimF .
2. f est injective ssi rg f = dimE.
3. Si dimE = dimF , f est bijective ssi f est injective ssi f est surjective.

Preuve.
1. f est surjective ssi Im f = F , c’est à dire, comme Im f ⊂ F , ssi rg f = dim f .
2. f est injective ssi dim(ker f) = 0 ssi dimE = rg f d’après le théorème du rang.
3. Il suffit de combiner les deux propositions précédentes.
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Explication En pratique, on divise le travail par deux quand on a affaire à des espaces de même dimension. Un
noyau est souvent plus facile à calculer qu’une image.

II.2.8 Corollaire
Soit E un K-ev de dimension finie et f ∈ L(E). Alors f ∈ Gl(E) ssi f est injective ssi f est surjective (ssi l’image
d’une base est une base).

II.2.9 Exemple
L’application ϕ :

{
Kn[X] → Kn[X]

P 7→ XP ′ + P (0) est un automorphisme.

II.2.10 Proposition
Soient E,F deux K-ev de dimension finie et f ∈ L(E,F ).

1. Soit F ′ un espace vectoriel et ϕ : F → F ′ un isomorphisme, alors rg(ϕ ◦ f) = rg f .
2. Soit E′ un K-ev et ψ : E′ → E un isomorphisme, alors rg(f ◦ ψ) = rg f .

Preuve.
1. Im(ϕ ◦ f) = ϕ(f(E)) or dim(ϕ(G)) = dimG pour tout sous espace G et F .
2. Im(f ◦ ψ) = f(ψ(E′)) = f(E′) = Im(f).

Explication Ce qu’il faut retenir c’est qu’un isomorphisme conserve la dimension, donc le rang.

II.2.11 Remarque

En général, ker g ⊂ ker f ◦ g et Im f ◦ g ⊂ Im f .

II.2.12 Rang d’une composition

On souhaite étudier le rang de f ◦ g où f, g sont des applications linéaires. Pour simplifier les notations, on prend
f, g ∈ L(E) où E est de dimension finie (le cas général ammène à considérer 3 espaces de dimensions finies).

rg(f ◦ g) = dim(f(g(E))) 6 dim(f(E)), dim(g(E)) et donc rg(f ◦ g) 6 max(rg(f), rg(g)).
A quelle condition a-t-on rg(f ◦ g) = rg(g) ?
Pour cela il faut que dim(f(g(E))) = dim(g(E)). D’après le théorème du rang, rg(f ◦ g) = dim(f(g(E))) =

dim(g(E)) − dim(ker(f|g(E))) = rg(g) − dim(ker(f) ∩ Im(g)). Ainsi rg(f ◦ g) = rg(g) ⇐⇒ ker(f) ∩ Im(g) = {0E}.
Le cas rg(f ◦ g) = rg(f) est un peu plus délicat à traiter. On veut dim(f(g(E))) = dim(f(E)). Heureusement que

l’on a déjà trouvé une bonne condition juste au dessus. Si ker(f) ∩ Im(g) = {0E} alors rg(f ◦ g) = rg(g). Pour avoir
l’égalité voulue il faut rg(f) = rg(g) et donc d’après le théorème du rang, ker(f) ⊕ Im(g) = E. Dans le cas général
on doit avoir rg(g) > rg(f). Soit H un supplémentaire de ker(f) ∩ Im(g) dans Im(g), c’est à dire qu’on considère “la
partie de Im(g) qui n ‘est pas dans ker(f)”. D’après le théorème du rang, f(g(E)) = f(Im(g)) = f(H). De plus, si H1
est un supplémentaire de ker(f) dans E alors f(H1) = f(E). On veut donc f(H) = f(H1). Or, f est injective sur H
et sur H1 (encore et toujours le théorème du rang, ou le lemme précédent si on préfère). Donc dim(H1) = dim(H). Or
H ∩ ker(f) = {0} car H ⊂ Im(g) et donc H ∩ ker(f) = (H ∩ Im(g)) ∩ ker f . Donc H est un supplémentaire de ker(f)
dans E.

Conclusion : rg(f ◦ g) = rg(f) ssi Im(g) contient un supplémentaire de ker(f) dans E. On a analysé le sens direct
et la réciproque est facile via le lemme précédent le théorème du rang.

III Matrices
III.1 Matrice d’une application linéaire
III.1.1 Définition

1. Soient E,F deux K-ev de dimension finie de dimension respectives p et n. On note BE = (e1, . . . , ep) une base
de E et BF = (u1, . . . , un) une base de F . Soit également f ∈ L(E,F ). La matrice de f dans BE et BF (noté
MatBE ,BF

(f)) est la matrice MatBF
(f(e1), . . . , f(ep)) ∈ Mn,p(K).

C’est la matrice des coordonnées des f(ej) dans u1, . . . , un, écrites en colonnes.
2. si f ∈ L(E), on note MatBE ,BE

(f) = MatBE
(f) ∈ Mp(K).
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III.1.2 Remarque

Encore une fois la matrice est très dépendante des bases choisies. On note toujours les vecteurs en colonnes. Si
les espaces considérés possèdent des bases canoniques et que l’on choisi ces bases, on appelle la matrice obtenue la
matrice canoniquement associée à f .

III.1.3 Exemple
1. On pose B2 et B3 les bases canoniques de R2 et R3 respectivement.

De plus ϕ : (x, y) 7→ (x, x+ y, x− y). Donner MatB2,B3(ϕ).
On pose B′

2 = ((0, 1), (1, 0)) et B′
3 = ((1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)). Donner MatB′

2,B′
3
(ϕ).

2. On se place dans R3[X]. La famille B = (1, (X − 1), (X − 1)2, (X − 1)3) est libre car composée de polynômes
de degrés différents et est donc une base (famille libre à 4 éléments dans un espace de dimension 4). Calculer la
matrice de la dérivation dans cette base.
Calculer également la matrice de la dérivation dans la base canonique.

3. Soit E un K-ev de dimension n et B une base de E. Alors MatB(IdE) = In.

III.1.4 Application canoniquement associée à une matrice

La dénomination alca à A ∈ Mn,p(K) prend maintenant tout son sens. Il s’agit d’une application linéaire dont la
matrice dans les bases canoniques est A. En effet, pour rappel, si on note Ei le ième vecteur de la base canonique de
Kp alors AEi = Ci la ième colonne de A, par définition du produit matriciel.

III.1.5 Théorème
Soient E,F deux K-ev de dimensions p et n respectivement. Soient BE une base de E et BF une base de F . Alors

ϕ :
{

L(E,F ) → Mn,p(K)
f 7→ MatBE ,BF

(f)

est un isomorphisme linéaire.

Preuve.
Il suffit d’écrire ce que l’on doit vérifier et de penser au sens des objets pour se rendre compte que l’application
est linéaire : le coeur du calcul est (αf+βg)(ej) = αf(ej)+βg(ej), c’est à dire que chaque colonne de la matrice
de αf +βg est une combinaison des colonnes correspondantes des matrices de f et g. On conclut par opérations
sur les matrices.

On va montrer la bijectivité.
1. Calculons kerϕ. Soit f ∈ L(E,F ) de matrice nulle ie l’image de tout vecteur de BE est nulle.

Alors pour x ∈ E de coordonnées

x1
...
xp

 ie x =
∑n

1 xiei on a f(x) =
∑n

1 xif(ei) =
∑n

1 0F = 0F donc f

est l’application nulle.
Finalement, ϕ est injective.

2. Pour montrer la surjectivité, on revient à la définition par on ne connaît pas encore la dimension ni de
base de L(E,F ).
Soit A ∈ Mn,p(K), montrons que M possède un antécédent ie montrons qu’il existe une al dont la matrice
dans BE et BF est M . On pose fA l’alca à A, fA ∈ L(Kp,Kn). Soit maintenant f = Mat−1

BF
◦fA ◦MatBE

∈
L(E,F ). Montrons que MatBE ,BF

(f) = A. Soit i ∈ J1, pK. f(ei) = Mat−1
C (fA(e′

i)) où e′
i est le ième vecteur

de la base canonique de Kp. Ainsi fA(e′
i) = Ci la ième colonne de A. Finalement f(ei) = Mat−1

C (Ci) c’est
à dire f(ei) est le vecteur de F dont les coordonnées dans BF est le vecteur Ci. Donc la ième colonne de
la matrice de f dans les bases considérées est Ci. CQFD.

III.1.6 Remarque

Etant données deux bases, à chaque matrice correspond exactement une application linéaire. On pourra ainsi
passer d’un point de vue à l’autre suivant les besoins. On peut parler de LA matrice d’une al et de L’al d’une matrice.

A condition, rappelons le, d’avoir au préalable fixé deux bases : une à l’arrivée, l’autre au départ.
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III.1.7 Corollaire
Soit E de dimension p et F de dimension n deux Kev. Alors

dim(L(E,F )) = np

III.1.8 M-Remarque

On a même obtenu une base de L(E,F ) étant donné BE base de E et BF base de F . On pose fi,j dont la matrice
dans BE et BF est la matrice nulle partout sauf en i, j où elle vaut 1. On a donc fi,j(ek) = δj,kfi avec δi,k = 0 si
i 6= k et 1 si i = k.

III.1.9 Proposition
Soient A,B ∈ Mn,p(K), A = B ssi ∀X ∈ KpAX = BX.

Preuve.
Deux al dont égales ssi elles ont même ensemble de départ, même ensemble d’arrivé et même procédé.

Il suffit de considérer les al canoniquement associées qui ont même ensemble de départ et d’arrivée. Elles
sont égales (et donc ont même matrice) ssi elles ont même procédé ssi ∀X ∈ Kp AX = BX.

III.1.10 Théorème
Soit f : E → F une application linéaires entre ensemble de dimensions finies de bases respectives BE et BF . f
est un isomorphisme ssi MatBE ,BF

(f) est inversible.

Preuve.
f est un isomorphisme ssi f(BE) est une base de F ssi MatBF

(f(BE)) est inversible.

III.2 Produit matriciel

III.2.1 Proposition
Soit E,F deux K-ev de dimensions respectives p et n et BE ,BF des bases de E et F . Soit f ∈ L(E,F ) et x ∈ E.

On note A = MatBE ,BF
(f) et X = MatBE

(x) =

x1
. . .
xp

.

Alors MatBF
(f(x)) =

∑p
k=1 a1kxk

. . .∑p
k=1 ankxk

 = AX.

Preuve.
On note BE = (e1, . . . , ep).

De plus x =
∑p

k=1 xkek et donc f(x) =
∑p

k=1 xkf(ek). Ainsi MatBF
(f(x)) =

∑n
k=1 xk MatBF

(f(ek)). Si on

note Ck la kième colonne de A alors MatBF
(f(x)) =

∑n
1 xkCk = A

x1
...
xp

. CQFD.

III.2.2 Exemple
Donner la matrice dans la base canonique de R2[X] de P 7→ P + P ′.

A l’aide de cette matrice, calculer l’image de X2 + 2X + 2.
Donner la matrice de l’image de la base canonique, les coordonnées étant calculées dans la base canonique.

III.2.3 Remarque

Par définition de MatBE ,BF
(f), les colonnes de cette matrice engendrent l’espace des coordonnées dans BF des

vecteurs de Im f .
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III.2.4 M-Remarque

1. Soit A ∈ Mn,p(K). L’application f :
{

Kp → Kn

X 7→ AX
est linéaire car c’est l’application linéaire canoniquement

associée à A.

2. On note C1, . . . Cp les colonnes de A et X =

x1
...
xp

. On a AX = x1C1 + x2C2 + · · · + xpCp.

Ainsi AX = 0 (X est dans le noyau de f) ssi ses coefficients forment une combinaison linéaire nulle des colonnes
de A.

3. L’image de f est engendré par les colonnes de A.

III.2.5 Théorème
Soient E,F,G trois K-ev de dimensions respectives q, p, n et de bases B = (e1, . . . , eq), B′ = (f1, . . . , fp), B′′ =
(g1, . . . gn). Soient f ∈ L(E,F ) et g ∈ L(F,G).

On pose de plus Mf = MatB,B′(f) ∈ Mp,q(K) et Mg = MatB′,B′′(g) ∈ Mn,p(K).
Alors C = MatB,B′′(g ◦ f) = MgMf = C ∈ Mn,q(K)
Rappel : si C = AB, ci,j =

∑p
k=1 aikbkj.

Preuve.
D’après le théorème précédent, les coordonnées de f(x) sont BX pour tout x de coordonnées X dans B. Alors
les coordonnées de g(f(x)) dans B′′ sont Mg(MfX) = (MgMf )X.

Si on note C la matrice de g ◦ f dans les bonnes bases, on obtient CX pour les coordonnées de g(f(x)).
D’après la proposition III.1.9, MgMf = C.

III.2.6 Exemple
On considère f :


R2 → R3(
x
y

)
7→

 x+ y
x− y
2x− y

 dont la matrice dans les bases canoniques est

1 1
1 −1
2 −1

 ∈ M3,2(R).

On pose également g :


R3 → R2xy
z

 7→
(
x+ y − z

2x− y + 3z

)
de matrice dans les bases canoniques

(
1 1 −1
2 −1 3

)
.

1 1
1 −1
2 −1


(

1 1 −1
2 −1 3

) (
0 1
7 0

)

On en déduit que g ◦ f :
(
x
y

)
7→

(
y
7x

)
.

III.2.7 Résumé

1. rg(f) = rg(M), par définition du rang et d’après le cours sur les espaces vectoriels.
2. f(x) se calcule par MX

3. Mat(g ◦ f) = Mat(g) × Mat(f). Ceci prouve (enfin !), l’associativité du produit matriciel.

III.3 Changement de base
Rappels Aller revoir la définition de matrice de passage et la formule X = PX ′.

III.3.1 M-Remarque

Soit P la matrice de passage de B à B′ deux bases de E. Alors P = MatB′,B(id(E)) car P = MatB(B′).
La formule X = PX ′ s’écrit donc x = idE(x) sachant que l’identité est considérée de la base B′ vers la base B.
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III.3.2 Théorème
Soient E,F deux K-ev BE ,B′

E deux bases de E et BF ,B′
F deux bases de F . On note P la matrice de passage de

BE à B′
E et Q la matrice de passage de BF à B′

F .
Soit f ∈ L(E,F ). On pose M = MatBE ,BF

(f) et M ′ = MatB′
E

,B′
F

(f). Alors M ′ = Q−1MP

Preuve.
Pour x ∈ E on pose X = MatBE

(X) et X ′ = MatB′
E

(x). On a alors X = PX ′.
De plus MX = QM ′X ′ (en posant MX = Y ∈ Kn on a bien Y = QY ′) et ainsi MPX ′ = QM ′X ′ ou encore

Q−1MPX ′ = M ′X ′ pour tout X ′ ∈ Kp (car on a pris x quelconque)
Finalement M ′ = Q−1MP

III.3.3 Remarque

1. En particulier, si f ∈ L(E), on a M ′ = P−1MP .
2. On retrouve le résultat sur le produit de matrice de passage en appliquant deux fois ce théorème.

III.3.4 Exemple
Soit f :

(
x
y

)
7→

(
x− y

−x+ y

)
. Calculer la matrice de f dans la base (

(
1
1

)
,

(
−1
1

)
) directement.

En déduire l’expression de fn.

IV Equations linéaires
IV.1 Solutions

IV.2 Application aux suites récurrentes
On cherche à trouver toutes les suites vérifiant un+2 = aun+1 + bun

IV.2.1 Solutions géométriques

Une suite un = rn avec r 6= 0 est solution de cette relation de récurrence ssi r2 − ar − b = 0

IV.2.2 Liberté

1. Si r1 6= r2 sont deux nombres de K alors (rn
1 ), (rn

2 ) forment une famille libre.

En effet si on a λ(rn
1 ) + µ(rn

2 ) = 0RN on a pour les deux premiers rangs :
{
λ+ µ = 0
λr1 + µr2 = 0

.

Le déterminant de la matrice associée est r2 − r1 6= 0 et donc ce système homogène admet une unique solution
λ = µ = 0.

2. Si r ∈ K∗ alors (rn) et (nrn) forment une famille libre de KN. On obtient comme système λ = 0 et λr+µr = 0...

IV.2.3 Dimension de l’ensemble des solutions

Soit f :
{

RN → RN

(un) 7→ (un+2 − aun+1 − bun) pour a, b ∈ K fixés.

Alors f ∈ L(RN) et son noyau F = ker f = (un)|∀n ∈ Nun+2 = aun+1 + bun est un espace vectoriel.

De plus l’application

 ker f → R2

(un) 7→
(
u0
u1

)
est un isomorphisme linéaire. Ainsi dim(ker f) = 2.

IV.2.4 Ensemble des solutions

On suppose a 6= 0. Soit ∆ = a2 + 4b.
1. Si ∆ 6= 0 alors on a trouvé l’ensemble des solutions, a savoir Vect(rn

1 , r
n
2 ) où r1 et r2 sont les solutions de

l’équation caractéristique.
2. Si ∆ = 0, on note r = a

2 la racine double (non nulle car a 6= 0). Montrons que la suite (nrn) vérifie la relation de
récurrence. (n+2)r2 −a(n+1)r−bn = (n+2)(ar+b)−anr−ar−bn = 2ar−ar+2b = 2b+ar = 4b+a2

2 = ∆
2 = 0.
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IV.3 Equations différentielles
Les applications y 7→ y′ + a(t)y et y 7→ y′′ + ay′ + by sont linéaires donc les ensembles de solutions d’équation diff

étudiés en début d’année sont des sev.

V Espaces supplémentaires

V.1 Déterminer une application linéaire
Rappel Pour déterminer complètement une al il suffit de connaître l’image d’une base.

V.1.1 Restrictions

On suppose E = E1 ⊕E2 et f ∈ L(E,F ). Si on connaît f(x1) pour tout x1 ∈ E1 et f(x2) pour tout x2 ∈ E2 alors
l’application f est completement déterminée

En effet pour tout x ∈ E on peut écrire de manière UNIQUE x = x1︸︷︷︸
∈E1

+ x2︸︷︷︸
∈E2

et donc f(x) = f(x1) + f(x2).

V.1.2 Exemple
Montrer que F = Vect

 1
−1
1

 ,

−1
0
1

 et G = Vect(

 0
1

−1

) sont supplémentaires dans R3. On note ces 3 vecteurs

e1, e2 et e3 respectivement. Calculer les coordonnées de

xy
z

 dans la base B = (e1, e2, e3).

On trouve

xy
z

 = (x+ y + z)e1 + (y + z)e2 + (x+ 2y + z)e3

Soit f l’application qui est nulle sur F et qui est l’identité sur G. Calculer f(

xy
z

).

1. Méthode 1 : On décompose

xy
z

 suivant F et G grâce au calcul précédent. On applique la définition de f .

f(

xy
z

) = (x+ 2y + z)e3 =

 0
x+ 2y + z

−x− 2y − z

.

2. Méthode 2 : Calculer la matrice de f dans B puis changement de base. On pose P la matrice de passage de

Bcan à B. Alors P =

 1 −1 0
−1 0 1
1 1 −1

 et P−1 =

1 1 1
0 1 1
1 2 1

. Soit M la matrice cherchée et M ′ la matrice dans

B. Alors M ′ =

0 0 0
0 0 0
0 0 1

. Alors M = PM ′P−1 =

0 0 0
0 0 1
0 0 −1

P−1 =

 0 0 0
1 2 1

−1 −2 −1

 où l’on a utilisé

respectivement l’interprétation par colonnes puis par lignes du produit matriciel.

V.2 Projecteurs
V.2.1 Définition
Soit E un K-ev. Soient également F,G deux sev supplémentaires. Tout x ∈ E s’écrit donc de manière unique comme
xF + xG avec xF ∈ F et xG ∈ G. L’application qui à x associe xF est appelé projecteur sur F parallèlement à G (ou
de direction G).

Explication Dessin
Ne pas parler d’orthogonalité.

V.2.2 Exemple
Dans E = R2, montrer que F = Vect(

(
1
1

)
) et G = Vect(

(
2
1

)
) sont supplémentaires.

Calculer l’expression de la projection sur F parallèlement à G.
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V.2.3 Proposition
Soit E un K-ev et p un projecteur sur F de direction G.

Alors p ∈ L(E), p2 = p, ker p = G et Im p = F = ker(IdE − p).

Preuve.
— Montrons que p est linéaire. Soient x, y ∈ E que l’on écrit de manière unique comme x = xF + xG et

y = yF + yG. Alors p(x) = xH et p(y) = yH .
Soient α, β ∈ K. On a αx + βy = αxF + βyF + αxG + βyG. Par unicité de la décomposition on a
p(αx+ βy) = αp(x) + βp(y).

— On a immédiatement pour tout x ∈ E que p(x) ∈ F donc p(x) = p(x) + 0E est sa décomposition. Donc
p(p(x)) = p(x).

— Par définition Im p ⊂ F et F ⊂ {x ∈ E|p(x) = x}. Mais ce dernier ensemble est clairement inclus dans
Im p car il contient les x qui sont eux même leur antécédent par p (donc qui en admettent au moins un).
Finalement Im p = F et l’égalité ker(id− p) = {x ∈ E|x− p(x) = 0} est juste la définition du noyau.

— Soit x ∈ E. p(x) = 0 ⇐⇒ x = 0E + xG avec xG ∈ G donc ker p = G.

V.2.4 Théorème
Soit E un K-ev et f : E → E. f est un projecteur de E ssi f est linéaire et f2 = f . Dans ce cas ker f et Im f
sont supplémentaires et f est le projecteur sur Im f parallèlement à ker f .

Preuve.
On fait la preuve en dimension finie.

On suppose f ∈ L(E) et f2 = f . On va montrer que ker f ⊕ ker(f − idE) = E.
— On a déjà d’après le théorème du rang, dimE = dim ker f + dim Im f .
— De plus f2 −f = 0 ou encore (f−idE)◦f = 0. Ainsi Im f ⊂ ker(f−idE) et donc dim(ker(f−idE)) > rg f .
— Si x ∈ ker f ∩ ker(f − idE) alors f(x) = 0E et f(x) = x donc x = 0.
— D’après le théorème de Grassman dim(ker f + ker(f − idE)) = dim ker f + dim(ker f − idE) 6 dim(E) car

c’est un sev de E.
Finalement rg(f) = dim(ker(f− idE)) et donc Im f = ker(f− idE) et cet espace est un supplémentaire de ker f .

Si maintenant x ∈ E on a x = xK + xi et f(x) = 0E + f(xi) = xi. Ainsi f est bien la projection sur Im f
parallèlement à ker f .

V.2.5 Exemple
Montrer que f :


R2 → R2(
x
y

)
7→

(
x+y

2
x+y

2

)
est un projecteur trouver ses éléments caractéristiques.

V.3 Symétries
V.3.1 Définition
Soit E un K-ev. Soient également F,G deux sev supplémentaires. Tout x ∈ E s’écrit donc de manière unique comme
xF + xG avec xF ∈ F et x′

G ∈ G.
L’application qui à x associe xF − xG est appelé symétrie par rapport à F parallèlement à G (ou de direction G).

V.3.2 M-Remarque

Si p est la projection sur F parallèlement à G et s la symétrie par rapport à F dans la direction G, on a p(x) = xF

et s(x) = xF − xG. Alors s(x) = 2p(x) − x et donc s = 2p− idE .
Ainsi p = s+idE

2 .

V.3.3 Exemple
Dans R2[X], déterminer la symétrie par rapport à F = Vect(X − 1, X − 2) dans la direction G = Vect(X2 + 1).

Chap 22 : Applications linéaires



16/16 V Espaces supplémentaires

V.3.4 Proposition
Soit E un K-ev et F ⊕G = E. On note s la symétrie par rapport F de direction G.

Alors s ∈ GL(E) et s2 = IdE ie. s = s−1. De plus F = ker(s−IdE) = {x ∈ E| s(x) = x} et G = ker(s+Id) =
{x ∈ E| s(x) = −x}.

Preuve.
Il suffit de remarquer que s = 2p − IdE pour prouver la linéarité (une cl d’al est encore une al). La même
formule prouve aisément que s2 = Id et donc s ∈ GL(E) et s−1 = s. On voit aussi que s− Id = 2(p− Id) donc
possède le même noyau que p− Id, c’est à dire F . De même que ker(s+ Id) = ker(2p) = ker(p) = G.

V.3.5 Théorème
Soit E un K-ev et f : E → E.

Alors s est une symétrie ssi f est linéaire et f2 = IdE.
C’est alors la symétrie par rapport à ker(f − IdE) parallèlement à ker(f + IdE) qui sont donc supplémentaires

dans E.

Preuve.
On suppose f ∈ L(E) et f2 = idE . On pose p = f+idE

2 . Alors f = 2p− idE et on a clairement p ∈ L(E) car p
est une combinaison linéaire d’al.

De plus p2 =
(

f+idE

2

)2
et comme f et idE commutent, on peut appliquer le théorème du binôme de Newton :

p2 = 1
4 (f2 + 2f ◦ idE + id2

e) = 1
4 (idE + 2f + idE) = f+idE

2 = p.
Donc p est un projecteur d’après le théorème V.2.4. Donc f est la symétrie associée à p, c’est à dire la

symétrie par rapport à Im(p) = ker(p−idE) = ker( f−idE

2 ) = ker(f−idE) dans la direction ker p = ker( f+idE

2 ) =
ker(f + idE).

V.3.6 Exemple
Dans E = RR l’application qui à une fonction f associe x 7→ f(−x) est une symétrie. C’est la symétrie par rapport
aux fonctions paire parallèlement aux fonctions impaires.

V.3.7 Théorème (Lien projecteur/symétrie)
Soit E un K-ev et E = F ⊕ G. On note p la projection sur F parallèlement à G et p′ la projection sur G
parallèlement à F . De même on note s la symétrie sur F parallèlement à G et s′ la symétrie sur G parallèlement
à F . Alors

p+ p′ = IdE , p ◦ p′ = p′ ◦ p = 0

s+ s′ = O, s ◦ s′ = s′ ◦ s = −IdE

s = 2p− Id et s′ = 2p′ − Id

Preuve.
Il suffit d’écrire x = xF + xG et les formules en découle facilement.

V.3.8 Explications

On pourra retrouver facilement ces formules à partir des définitions qu’on retrouve à partir des dessins.
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