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Iþ Sommeþ d’uneþ sérieþ

I.1þ Vocabulaireþ
Définitionþ 1þ
Soitþ (un) ∈ CN uneþ suite.þ

Onþ appelleþ sérieþ deþ termeþ généralþ un etþ onþ noteþ
∑

un ouþ
∑
n>0

un laþ suiteþ (SN ) définieþ

parþ

∀N ∈ N SN =

N∑
n=0

un

Onþ ditþ queþ SN (leþ nombre)þ estþ laþ N ièmeþ sommeþ partielleþ deþ cetteþ série.þ
Ilþ estþ possibleþ deþ commencerþ àþ sommerþ nonþ pasþ àþ l’indiceþ 0 maisþ àþ unþ indiceþ entierþ

fixéþ n0 (ceþ quiþ revientþ àþ considérerþ queþ lesþ premiersþ termesþ sontþ nuls).þ Dansþ ceþ casþ laþ
sérieþ estþ notéeþ

∑
n>n0

un.þ

Définitionþ 2þ
Soitþ (un) ∈ CN.þ Onþ ditþ queþ laþ sérieþ

∑
n>0

un convergeþ ssiþ laþ suiteþ desþ sommeþ partiellesþ

converge.þ

Quandþ elleþ existe,þ onþ noteþ
+∞∑
n=0

un laþ limiteþ desþ sommesþ partiellesþ etþ onþ l’appelleþ sommeþ

deþ laþ série.þ
Définitionþ 3þ
Soitþ

∑
n>0

un uneþ sérieþ àþ valeursþ complexesþ convergenteþ deþ limiteþ ` ∈ C.þ Onþ peutþ alorsþ

poserþ pourþ toutþ n ∈ N,þ Rn = `− Sn =
+∞∑

k=n+1

uk.þ C’estþ leþ resteþ d’ordreþ n deþ cetteþ série.þ

I.2þ Lienþ avecþ lesþ suitesþ
Propositionþ 1þ
Soitþ (un) ∈ CN.þ

SIþ laþ sérieþ
∑
n>0

un convergeþ ALORSþ un →
+∞

0

Définitionþ 4þ
Onþ ditþ queþ laþ sérieþ

∑
un divergeþ grossièrementþ quandþ un 6→ 0.þ

Dansþ ceþ cas,þ d’aprèsþ laþ propositionþ précédente,þ
∑

un divergeþ (ieþ neþ convergeþ pas).þ

Propositionþ 2þ
Soitþ (un) ∈ CN.þ Laþ suiteþ (un) convergeþ ssiþ laþ sérieþ

∑
(un+1 − un) converge.þ

Dansþ ceþ casþ
+∞∑
0

(un+1 − un) = lim
+∞

un − u0.þ

I.3þ Opérationsþ surþ lesþ sériesþ
Propositionþ 3þ
Soitþ (un) ∈ CN etþ λ ∈ C.þ Siþ

∑
n>0

un convergeþ alorsþ
∑
n>0

λun convergeþ etþ
∞∑
0
λun = λ

∞∑
0
un.þ

Propositionþ 4þ
Soientþ (un), (vn) ∈ CN.þ

Siþ
∑
n>0

un etþ
∑
n>0

vn convergentþ alorsþ
∑
n>0

(un + vn) convergeþ etþ
∞∑
0
(un + vn) =

∞∑
0
un+

∞∑
0
vn.þ

Propositionþ 5þ
Siþ

∑
n>0

un convergeþ etþ
∑
n>0

vn divergeþ alorsþ
∑
n>0

(un + vn) diverge.þ

IIþ Sériesþ deþ nombresþ positifsþ

II.1þ Généralitésþ
Propositionþ 6þ
Soitþ (un) uneþ suiteþ réelleþ positive.þ Alorsþ laþ suiteþ desþ sommesþ partiellesþ deþ laþ sérieþ

∑
n>0

un

possèdeþ toujoursþ uneþ limite.þ
Deþ plusþ elleþ convergeþ ssiþ elleþ estþ majorée.þ

II.2þ Utilisationþ deþ fonctionsþ monotonesþ
Théorèmeþ 1þ
Soitþ α ∈ R.þ Laþ sérieþ

∑
n>1

1
nα convergeþ ssiþ α > 1.þ

II.3þ Comparaisonsþ
Théorèmeþ 2þ
Soientþ u, v deuxþ suitesþ réellesþ positives.þ

SIþ ∀n ∈ Nun 6 vn etþ
∑
n>0

vn convergeþ alorsþ
∑
n>0

un convergeþ etþ
∞∑
0
un 6

∞∑
0
vn.þ

Réciproquement,þ siþ
∑
n>0

un divergeþ (tendþ versþ +∞,þ onþ estþ dansþ leþ casþ desþ sériesþ àþ

termesþ positifs)þ alorsþ
∑
n>0

vn diverge.þ
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Corollaireþ 1þ
Soientþ u, v deuxþ suitesþ réellesþ positives.þ

SIþ un 6 vn APCRþ etþ
∑
n>0

vn convergeþ alorsþ
∑
n>0

un converge.þ

Cetteþ fois,þ onþ neþ peutþ plusþ comparerþ lesþ sommes.þ
Définitionþ 5þ
Soientþ (un), (vn) deuxþ suitesþ réellesþ ouþ complexes.þ Onþ ditþ queþ (un) estþ dominéeþ parþ (vn)
ssiþ ilþ existeþ M ∈ R+ telþ queþ |un| 6 M |vn| (àþ partirþ d’unþ certainþ rangþ éventuellement).þ Onþ
noteþ un = O+∞(vn)

Quandþ (vn) neþ s’annuleþ pas,þ ilþ revientþ auþ mêmeþ d’imposerþ (
∣∣∣un

vn

∣∣∣) estþ bornée.þ

Théorèmeþ 3þ
Soientþ u, v deuxþ suitesþ réellesþ positives.þ

Siþ un = O+∞(vn) etþ siþ
∑
n>0

vn convergeþ alorsþ
∑
n>0

un convergeþ

Corollaireþ 2þ
Soientþ u, v deuxþ suitesþ réellesþ positives.þ

Siþ un = o+∞(vn) etþ siþ
∑
n>0

vn convergeþ alorsþ
∑
n>0

un convergeþ

Corollaireþ 3þ
Soientþ u, v deuxþ suitesþ réellesþ positives.þ

Siþ un ∼
+∞

(vn) alorsþ
∑
n>0

un convergeþ ssiþ
∑
n>0

vn converge.þ

Propositionþ 7þ
Soitþ (un) uneþ suiteþ STRICTEMENTþ POSITIVE.þ Siþ un+1

un
→
+∞

l < 1 alorsþ
∑
n>0

un converge.þ

Siþ un+1

un
→
+∞

l > 1 alorsþ
∑
n>0

un divergeþ versþ +∞.þ

IIIþ Absolueþ convergenceþ

III.1þ Sérieþ complexesþ
Définitionþ 6þ
Soitþ

∑
un uneþ sérieþ complexe.þ Onþ ditþ queþ cetteþ sérieþ estþ absolumentþ convergenteþ ssiþ∑

n>0

|un| convergeþ (prononcerþ moduleþ ouþ valeurþ absolueþ suivantþ lesþ cas).þ

Théorèmeþ 4þ
Soitþ (un) ∈ CN.þ Siþ

∑
un convergeþ absolumentþ alorsþ

∑
un converge.þ

III.2þ Exemplesþ etþ contres-exemplesþ
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