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Iþ Loiþ d’uneþ variablesþ aléatoiresþ

I.1þ Vocabulaireþ
Définitionþ 1þ
Soitþ (Ω,P) unþ espaceþ probabilisé.þ Uneþ variableþ aléatoireþ surþ Ω estþ uneþ fonctionþ X : Ω → E
oùþ E estþ unþ ensemble.þ

Lorsqueþ E ⊂ R,þ onþ ditþ queþ X estþ uneþ variableþ aléatoireþ réelle.þ

Définitionþ 2þ
Soitþ X uneþ variableþ aléatoireþ surþ Ω.þ L’applicationþ PX :

{
X(Ω) → [0, 1]

x 7→ P(X = x)
estþ

appeléeþ loiþ deþ laþ variableþ X.þ
Cetteþ loiþ estþ définieþ surþ unþ ensembleþ fini.þ

Définitionþ 3þ
Soitþ X : Ω → E uneþ variableþ aléatoireþ etþ A unþ événementþ deþ Ω telþ queþ P(A) > 0.þ Onþ
appelleþ loiþ conditionnelleþ deþ X sachantþ A l’applicationþ x 7→ PA(X = x) = P(X = x|A).þ

Définitionþ 4þ
Soitþ X : Ω → E uneþ variableþ aléatoireþ etþ f : X(Ω) → F .þ Alorsþ f ◦ X : Ω → F estþ uneþ
variableþ aléatoireþ queþ l’onþ noteþ f(X).þ

Saþ loiþ estþ déterminéeþ parþ laþ loiþ deþ X carþ onþ aþ P(f(X) = y) =
∑

x∈X(Ω)
etþ y=f(x)

P(X = x)

I.2þ Loiþ usuellesþ
Théorèmeþ 1þ
Soitþ E unþ ensembleþ finiþ etþ p : E → [0, 1] uneþ fonction.þ p estþ laþ loiþ d’uneþ variableþ aléatoireþ
d’imageþ E ssiþ

∑
e∈E

p(e) = 1.þ

Définitionþ 5þ
Soitþ E unþ ensembleþ finiþ etþ X : Ω → E uneþ variableþ aléatoire.þ Onþ ditþ queþ X suitþ laþ loiþ
uniformeþ surþ E (onþ noteþ U(E) cetteþ loi)þ ssiþ P(X = x) = 1

|E| pourþ toutþ x ∈ E.þ

Définitionþ 6þ
Soitþ p ∈ [0, 1] unþ nombreþ fixéþ etþ E = {0, 1} unþ ensembleþ deþ cardinalþ 2.þ Soitþ X : Ω → E
uneþ variableþ aléatoire.þ Onþ ditþ queþ X suitþ laþ loiþ deþ Bernoulliþ deþ paramètreþ p (notéeþ B(p))þ
ssiþ P(X = 1) = p,P(X = 0) = 1− p.þ

Définitionþ 7þ
Soitþ p ∈ [0, 1] etþ n ∈ N nonþ nul.þ Soitþ X uneþ variableþ aléatoireþ àþ valeursþ dansþ J0, nK.þ Onþ
ditþ queþ X suitþ laþ loiþ binomialeþ deþ paramètreþ n etþ p ssiþ

∀k ∈ J0, nKP(X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

IIþ Plusieursþ variablesþ aléatoires...þ

II.1þ Loiþ conjointeþ
Définitionþ 8þ
Onþ considèreþ deuxþ variablesþ aléatoireþ X,Y définiesþ surþ unþ mêmeþ universþ finiþ Ω.þ Laþ va-

riableþ aléatoireþ
{

Ω → X(Ω)× Y (Ω)
ω 7→ (X(ω), Y (ω))

estþ notéeþ (X,Y ) etþ saþ loiþ P(X,Y ) estþ appeléeþ loiþ

conjointeþ deþ X etþ Y .þ
Pourþ x, y ∈ X(ω)×Y (Ω) onþ aþ PX,Y (x, y) = P((X = x) etþ (Y = y)) = P(X = x, Y = y)
Laþ loiþ PX estþ alorsþ appeléeþ premièreþ loiþ marginaleþ deþ P(X,Y ) etþ laþ loiþ PY deuxièmeþ loiþ

marginale.þ
Evidemment,þ onþ peutþ considérerþ desþ nuplesþ auþ lieuþ deþ couplesþ etþ obtenirþ uneþ loiþ

conjointeþ àþ nþ loiþ marginales.þ

Définitionþ 9þ
Soientþ X,Y deuxþ variablesþ aléatoiresþ définiesþ surþ Ω.þ

Onþ appelleþ loiþ conditionnelleþ deþ Y sachantþ (X = x) (pourþ unþ x ∈ X(Ω) fixéþ telþ queþ
l’événementþ estþ deþ probabilitéþ nonþ nulle)þ l’applicationþ :þ{

Y (Ω) → [0, 1]

y 7→ P((Y = y)|(X = x)) = P(Y=y etþ X=x)
P(X=x)

II.2þ Variablesþ indépendantesþ
Définitionþ 10þ
Soientþ X,Y deuxþ variablesþ aléatoiresþ surþ Ω.þ onþ ditþ qu’ellesþ sontþ indépendantesþ ssiþ ∀x, y ∈
X(Ω) × Y (Ω) P(X = x, Y = y) = P(X = x)P(Y = y) ieþ ssiþ lesþ événementsþ (X =
x) etþ (Y = y) sontþ deuxþ àþ deuxþ indépendantsþ pourþ toutesþ lesþ valeursþ possiblesþ deþ x etþ y.þ

Propositionþ 1þ
Soientþ X,Y deuxþ variablesþ indépendantesþ etþ A ⊂ X(Ω), B ⊂ Y (Ω).þ Alorsþ P((X,Y ) ∈
A×B) = P(X ∈ A)× P(Y ∈ B).þ

Définitionþ 11þ
Soitþ X1, . . . , Xn nþ variablesþ aléatoiresþ surþ Ω.þ Onþ ditþ qu’ellesþ sontþ mutuellementþ indépen-
dantesþ ssiþ ∀x1 ∈ X1(Ω), . . . , xn ∈ Xn(Ω)P(X1 = x1 etþ . . . etþ Xn = xn) =

∏n
i=1 P(Xi = xi).þ

Propositionþ 2þ
Soientþ X1, . . . , Xn desþ variablesþ aléatoiresþ mutuellementþ indépendantesþ définiesþ surþ Ω.þ
Soientþ égalementþ Ai ∈ Xi(Ω) desþ ensembles.þ Alorsþ lesþ événementsþ (Xi ∈ Ai) sontþ mu-
tuellementþ indépendants.þ
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Propositionþ 3þ
Siþ X,Y sontþ desþ variablesþ aléatoiresþ indépendantesþ etþ siþ onþ peutþ calculerþ f(X) etþ g(Y )
pourþ desþ fonctionsþ f etþ g alorsþ f(X) etþ g(Y ) sontþ indépendantes.þ

IIIþ Espérance,þ varianceþ

III.1þ Espéranceþ
Définitionþ 12þ
Soitþ X uneþ variableþ aléatoireþ réelle.þ Onþ appelleþ espéranceþ deþ X etþ onþ noteþ E(X) leþ nombreþ∑
x∈X(Ω)

x× P(X = x).þ Elleþ neþ dépendþ queþ deþ laþ loiþ deþ X.þ

Onþ ditþ queþ X estþ centréeþ ssiþ E(X) = 0.þ

Propositionþ 4þ
Soitþ X : Ω → R uneþ variableþ aléatoire.þ Alorsþ E(X) =

∑
ω∈Ω

X(ω)P({ω}).þ

Propositionþ 5þ (Propriétésþ deþ l’espérance)þ
Soientþ X,Y deuxþ variablesþ aléatoiresþ réellesþ surþ Ω.þ

1.þ Linéarité.þ Soientþ λ, µ ∈ R.þ E(λX + µY ) = λE(X) + µE(Y ).þ

2.þ Positivitéþ :þ siþ X > 0 alorsþ E(X) > 0.þ

3.þ Croissance.þ Siþ ∀ω ∈ Ω X(ω) 6 Y (ω) (queþ l’onþ noteþ X 6 Y )þ alorsþ E(X) 6 E(Y ).þ

Théorèmeþ 2þ (Théorèmeþ deþ transfert)þ
Soitþ X : Ω → R uneþ variableþ aléatoireþ etþ f uneþ fonctionþ définieþ surþ X(Ω).þ

Alorsþ E(f(X)) =
∑

x∈X(Ω)

f(x)P(X = x).þ Ainsiþ l’espéranceþ deþ f(X) estþ déterminéeþ parþ

laþ loiþ deþ X.þ

Propositionþ 6þ
Soientþ X,Y deuxþ variablesþ aléatoiresþ réellesþ surþ Ω.þ SIþ ellesþ sontþ indépendantes,þ ALORSþ
E(XY ) = E(X)E(Y ).þ

III.2þ Ecartþ typeþ
Définitionþ 13þ
Soitþ X uneþ variableþ aléatoireþ réelle.þ Onþ appelleþ varianceþ deþ X laþ quantitéþ V (X) = E((X−
E(X))2) ∈ R+.þ

L’écartþ typeþ deþ X estþ σ(X) =
√
V (X).þ

Onþ ditþ queþ X estþ réduiteþ ssiþ V (X) = σ(X) = 1

Propositionþ 7þ
Soitþ X uneþ variableþ aléatoireþ réelle.þ

Alorsþ V (X) = E(X2)− E(X)2 (onþ enþ déduitþ d’ailleursþ queþ E(X2) > E(X)2)þ

Propositionþ 8þ
Soitþ X uneþ variableþ aléatoireþ réelleþ etþ a, b ∈ R.þ V (aX + b) = a2V (X).þ

Propositionþ 9þ
Soitþ X uneþ variableþ aléatoireþ réelle.þ V (X) = 0 ssiþ X = E(X) estþ deþ probabilitéþ 1,þ c’estþ àþ
direþ E(X) estþ leþ seulþ nombreþ ouþ laþ loiþ deþ Xþ estþ nonþ nulle.þ

III.3þ Inégalitésþ
Théorèmeþ 3þ (Inégalitéþ deþ Markov)þ
Soitþ X uneþ variableþ aléatoireþ réelleþ etþ a > 0.þ P(|X| > a) 6 E(|X|)

a .þ

Théorèmeþ 4þ (Inégalitéþ deþ Bienaymé-Tchebychev)þ
Soitþ X uneþ variableþ aléatoireþ réelleþ etþ a > 0.þ

Alorsþ P(|X − E(X)| > a) 6 V (X)
a2 .þ

Chapþ 25þ :þ Variablesþ aléatoiresþ


	Loi d'une variables alÃ©atoires
	Vocabulaire
	Loi usuelles

	Plusieurs variables alÃ©atoires...
	Loi conjointe
	Variables indÃ©pendantes

	EspÃ©rance, variance
	EspÃ©rance
	Ecart type
	InÃ©galitÃ©s


