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Dans ce chapitre K désigne R ou C.

I Intégrales convergentes

Le cadre d’étude change : on considere toujours des fonctions continues, plus seulement
sur des segments mais des intervalles quelconques.

I.1 Intégrales impropres
I.1.1 Définition

Soient a < et f €C([a,b,R).
b

x
Si lir_irrl [ f(t)dt existe et est finie on la note [ f(t)dt et on dit que cette intégrale est
r——+00 a a
une intégrale (impropre) convergente.

1.1.2 Exemple +o0

Calculer l'intégrale [ -
0

t2+1

1.1.3 Définition
Soient <betfecl(ab],R).
b b
i EI—P [ f(t)dt existe et est finie on la note [ f(t)dt et on dit que cette intégrale est

une intégrale (imprope) convergente.

1.1.4 Exemple (A savoir refaire)

Montrons que f In(t)dt converge et donnons sa valeur.

— In € C(]0,1],R) (ie. le “probléme” est en 0).

1
— Soit z > 0. a{ln(t)dt =-1—-zln(z)+z o -1

1

— Conclusion : f In(t)dt est une intégrale convergente et sa valeur est -1.

I.1.5 Définition-Proposition
Soient a,b € R avec a < b (on peut avoir a = —c0 ou b = 400). Soit f € C(Ja,b[,R).

c b

S’il existe un c €]a, b tel que [ f et [ f sont des intégrales convergentes alors on dit
a c
b

que [ f converge.

a
/

Dans ce cas on a ¥c' €la,b| ff—i—ff ff—i—ff etonnotecettevaleurff

a c’ c

Preuve.
. . . ’ (&
On a, par limite d’une somme (une intégrale convergente et une constante), fa f=

fac/ f+ fCC/ f. De méme fcbf = fccl f+ fcb, f. Finalement, 1’égalité demandée est
vérifiée. u

1.1.6 Interprétation graphique

On peut continuer & voir une intégrale impropre comme une aire, mais cette fois comme
I’aire limite d’un partie non nécessairement bornée.

I1.1.7 Coin-culture

+oo
| exp(—t?)dt =

— o0

L’intégrale suivante est d’importance fondamentale en probabilité :

NS
Preuve.
Voici une preuve en plusieurs étapes.

— Montrons que Vo > —1 In(1 + z) < = (avec égalité seulement en 0).

Remarquons d’abord que f : x +— In(1 + x) est dérivable sur | — 1, +o0], ce
qui nous permettra d’utiliser I'inégalité des accroissements finis. De plus sa
dérivée est f': x +— 7= qui est décroissante sur | — 1, +o0]

Six>0,0naf()<M<f()cequ1donne

CQFD. Siz < 0,ona f'(1) < f(o) f
encore —x < —In(1 + z) car —x > 0

w < 1 qui est

—In(14z)

< f'(z) ou encore 1 < —==

ou

Chap 4 : Intégrations sur un intervalle quelconque



I Intégrales convergentes

— Soit n € N\{0} et t € [0, /n[, on a alors j:% €]—1,+oo[ et donc In (1 + %) <
% etln(l—%) g—%.

Ainsi, nln (1 - %) < —t?< —nlh (1 + %) En passant & I’exponentielle qui

est croissante,
t2\" 2\ "
<1 B ) < e_t2 g (1 + n
n n

— La relations qui précede est encore vraie pour ¢ = /n, et en intégrant on
obtient :

vn 2\ " Voo, vn 2\ 7"
/ <1—> dtg/ e*tdtg/ <1+> dt
0 n 0 0 n

I Iy

En posant ¢t = y/ncos(u) dans I; (possible d’apres les valeurs prises par t),

0
on a dt = —/nsin(u)du et donc I; = [ —/nsin® ! (u)du.

z
En posant u = y/ntan(u) dans I> on obtient Ir = [ /ncos**?(u)du car
0

1+ tan® = L, = tan’.

cos?

O —uh
aQ
]
9

%
— Sion note W,, = [ sin”(t)dt = "(t)dt (par changement de variable 5 —t),
0
on a Iy < /nWa,_5 (car on intégre une fonction positive sur un segment plus
petit) et donc
\/E 2
\/EW%H—I < / et < \/ﬁWQn_Q
0

D’apres ’étude des intégrales de Wallis, W), fodlh /5~ et par encadrement
fo‘/ﬁ e dt — AT

vy u
n—-+oo 2

1.1.8 Prolongement par continuité

On se place dans le cas f € C([a,b[,R) et b € R (ce n’est pas +00). Si on peut
b

prolonger f par continuité en b (on note fle prolongement), alors l'intégrale [ f converge
a
et sa valeur est la méme que l'intégrale sur un segment de son prolongement.

Le résultat est encore vrai si c’est la borne inférieure qui est exclue, voire les deux si
on peut prolonger a chaque borne.

Preuve. z
Soit Fy : x — [ f(t)dt la primitive de f sur [a,b] qui s’annule en a et Fy

a

LT

f(t)dt la primitive de f sur [a,b] qui s’annule en a, alors Vz € [a,b] Fi(z) = Fa(x)

| —y

et Fy est continue sur [a,b]. Fy est donc le prolongement par continuité de Fj et

b ~
on a bien F(x) e Fy(b) = [ f. "
r— a

1.1.9 Exemple
Montrer que fol ﬁdt converge. Posons f : t 1‘;’(3).

— Etudeen 0. Onat—1 e —1 et In(t) - > donc f(t) e 0 et on peut prolonger f
par continuité en 0.
— FEtude en 1. On a In(¢) v t—1 car In(1+w) v U Ainsi f(t) - 1 et on peut prolonger

f par continuité en 1.

Finalement, fol f converge.

1.2 Comparaisons de fonctions positives

Dans cette partie, nous ne considérons que des fonctions positives. On ne considere
pas les cas ou il y a des “compensations” d’aire.

1.2.1 1Idée regue

La situation pour les fonctions est plus compliquée que pour les séries a termes positifs.

On a surtout pas 'implication f oo f converge = f(t) — 0, méme quand f est de
a t—+o0

signe constant.

1.2.2 Théoréeme
Soient f,g € C([a,b[,R) des fonctions positives.
b b
1. Si f < g au voisinage de b et [ g converge alors [ f converge.
a a
b b
2. Si f =O0y(g) et [ g converge alors [ f converge.
a a
b b
3. Sif ~9 alors [ f et [ g sont de méme nature.
a a
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I Intégrales convergentes

Le résultat vaut encore pour des fonctions continues et positives sur ]a,b], d condition
de les comparer en a...

Preuve.

b b
1. Plagons nous sur un intervalle [c,b[ ot f < g. Les intégrales [ f et [ f ont la
a (&3

méme nature.

Pour z € [¢,b] on a, par cromsance de l'intégrale sur un segment (on intégre

x
“dans le bon sens”), f f < f g. Or x f g est croissante et posséde une
(&
limite finie, donc est toujours inférieure a cette limite.
xT
Ainsi 2 — [ f est croissante (f > 0) et majorée donc posséde une limite finie
c

b

en b (la borne supérieure de son intervalle de définition). Ainsi [ f converge
(&

b b
(et est < [ g) et donc [ f converge.
c a

2. Dans le cas ot f = Oy(g) on a f < Mg au voisinage de b pour un M € R+
fixé.
b
Par produit d’une limite par une constante, [ Mg(t)dt converge et par la
a

b
point précédent, [ f converge.
a

3. On a dans ce cas f = Oy(g) et g = Op(f). L]

1.2.3 Négligeabilité

Siona f = o04(g) alors f = Op(g) et donc le point 2 s’applique. Dans la pratique, on
utilisera trés souvent ce fait.
+oo
Exemple : 5 = o+oo(t2+1) donc [
1

t%dt converge par comparaison de fonctions posi-

tives.

1.2.4 Divergence

On peut tout a fait appliquer les contraposées des points 1 et 2 pour prouver la diver-

gence d’'une intégrale d’une fonction positive. Par exemple, si f = o,(g) et f: f diverge,

alors fab g diverge (raisonnement par absurde).

1.2.5 Propasition

Soit « € R. [ e~*'dt converge ssi a > 0.
0
“+o0
Dans le cas de convergence, [
0

e~ otdt =1

Preuve.
Intégrer jusqu’a x > 0 et un simple calcul de primitive conclut. [
1.2.6 Théoréme ( )
Soit a € R.
+oo

L

1

t%dt converge sst o > 1.

1
2. [ Ldt converge ssi o < 1.
0

Preuve.
1. Soit & > 1. f

—a+1
[f,

(1—a)

Dans le cas a = 1 on a donc une intégrale divergente.

|5 sia#1et [In(t)]f sia=1.

Osia>1 . i
Pour a # 1, z7*tt  — ) . On retrouve bien le résultat an-
z—=+oo | +oosia <1
noncé. Remarque : si a < 1 alors z= 0+oo( ) et le théoreme de comparaison

nous assure de la divergence de I’ mtegrale de Riemann concernée.

2. Soit = €]0, 1[. Le méme calcul de primitive vaut encore. Comme In(z) - 7%

1 . L . 1 .
fo %dt diverge et le théoréeme de comparaison nous assure que fo t%dt diverge
dés que a > 1 (en 0, les comparaisons de puissances sont inverses de celles en

+00).
Osia<l1
Cette fois, z7ot1 — . et on retrouve le résultat de conver-
z—=0 |foosia>1
gence. n
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4 II Intégrabilité

1.2.7 Exemple +00
Discuter suivant la valeur de g € R la convergence de de f th—1le~tdt.
0 I1.1.4 Théoréme

On pose fg : t +— tB=1e=t Alors fa(t) = o+oo(t%) car t2f13<t) +—O>O 0. Ainsi l'intégrale Soit f € C(I,K). SI f est intégrable sur I ALORS fIf converge.
converge en +oo par comparaison de fonctions positives.
En 0, on a fg(t) ~ t*! = tll,a. L’intégrale converge ssi a@ > 0 d’apres le théoréme

précédent et par comparaison de fonctions positives. Preuve.
— Cas K=R.
L.2.8 tof(t) Notons f; : T max(f(z),0) et.f_ D x> min(f(x),(.)). les fonctic.)ns qui
valent respectivement f(x) ou 0 suivant que f(z) est positif ou négatif.
1. En 0 Pour la convergence en 0, si ¢ f(t) e 0 ou plus généralement '~ f(t) e 0 Alors f = f + f_ et |f| = f+ — f—. Si on suppose que f est intégrable sur I,
pour un ¢ > 0 fixé alors l'intégrale de f converge en 0 (si f est positive...) vu que fy <|[f| et —f_ <|[f], les intégrales de fy et — f_ convergent et par

combinaison linéaire 'intégrale de fi — (—f_) = f converge.
— Cas K = C. Notons f = u+iv la forme algébrique de f. Alors |u| < |f] et |v| <
|f|. Par comparaison de fonctions & valeurs positives, u,v sont d’intégrales
1.2.9 Exemple oo convergentes sur I et donc f = u + iv aussi. [

2. En + oo si t2f(t) +—> 0 ou plus généralement t'+€ f(t) +—> 0 alors l'intégrale de f
o0 o0
converge en —+oo.

Montrer (enfin!) que [ e~**dt converge.
— 00

I1.1.5 Contre-exemple

1.2.10 Fonctions négatives

(admis pour l'instant), converge, mais la fonction n’est pas intégrable.

+foo sin(t)
t
Toute cette partie s’applique en remplacant “positive” par “négative”. L'important ici 0
est que f ne change pas de signe.
II.1.6 METHODE

Pour montrer 'intégrabilité de f sur I :

II Intégrabilité

1. Rechercher un éventuel prolongement par continuité.

2. rechercher un équivalent de | f| qui soit intégrable ou prouver que |f| est négligeable

II.1 Fonctions intégrables e
devant une fonction intégrable.

II.1.1 Définition
Soit I un intervalle et f: I — K une fonction continue. On dit que [ est intégrable sur
I ssi [|f| converge.

T

3. majorer | f| (au voisinage du point a probléme s’il le faut) par une fonction intégrable.
I1.1.7 Exemple .

1. Etudier I'intégrabilité en 0 de ¢ — %

2. Etudier I'intégrabilité sur [1,4o0[ de ¢t — In(1+ 1) — 1.

cos(t)
12

I1.1.2 Exemple
Etudier I'intégrabilité sur |0, +oo[ de t + In(t)e™".

3. Etudier l'intégrabilité sur [1,4oo[ de ¢ —

II.1.3 Remarque I1.1.8 Proposition
Si f € C(la,+oo[,R") est une fonction positive et intégrable et que f posséde une

Pour les fonction positives ou négatives, 'intégrabilité et le fait que I'intégrale converge v
limite £ en +o00 alors £ = 0.

est équivalent. C’est faux pour des fonctions qui changent de signe ou des fonctions a
valeurs complexes.
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II Intégrabilité

5/

Preuve.
Supposons que é existe. Si on avait ¢ > 0, alors pour un certain A > 0 on aurait
Vt > A f(t) > § (imposer € = £ > 0 dans le cas d’une limite finie, réfléchir au cas
+oo
¢ = +00). Mais alors pour > A on a ff(t)dt > (z— A)L. Or ff < [ fearf
A A a
est, positive.
Contradiction. (]

I1.2 Propriétés des fonctions intégrables
I1.2.1 Notation

L’ensemble des fonctions continues et intégrables définies sur l'intervalle I et a valeurs
dans K est noté L'(I,K).

I1.2.2 Proposition
LY(I,K) est un K-espace vectoriel.

Preuve.
1. La fonction nulle est clairement intégrable sur I et son intégrale vaut 0.

2. Soient f,g € L'(I,K) et \, u € K.

Montrons que Af + ug est encore intégrable. Comme |Af + pg| < [A||f]+|¢l|g]
on peut se ramener au cas ou f,g sont des fonctions a valeurs réelles et
positives (par comparaison de fonctions positives).

: [a, b[—

Supposons donc que f, g ]R+ sont 1ntegrables (le ralsonnement est

similaire en a). On a, pour = € [a, b|, f A+ pg) = A f f+ufg qui converge
a
bien quand = — b~ par combinaison linéaire de hmltes ﬁnles. ]

I1.2.3 Théoréme
1. Soit f € L*(I,RT) une fonction continue positive et intégrable sur I. Si fI f=0
alorsVr € I f(x) =

).

2. Soit f € LY(I,K Szfl\f|—0 alorsVz € I f(z) =

Preuve.
Pour prouver le premier point, remarquons que si € I alors il existe un segment
[a,b] C I tel que z € [a,b].

Or ce théoréme est vrai quand I est un segment. Pour x € I, il suffit d’appliquer
le cours de 1ére année pour prouver que f est nulle sur un segment [a, b] qui contient
x et donc f(z) =0. n

11.2.4 Exemple

1
On pose, pour f,g € C([0,1],R), ©(f,g) = Offg. Montrer que o(f, f) > 0et o(f,f) =0

ssi la fonction f est la fonction nulle.

Exo : montrer en plus que ¢ est symétrique (¢(f, g) = ¢(g, f)) et bilinéaire.

I1.2.5 Proposition
Si f € LY(I,K) est bornée en module par M € RT et g € LY(I,K) alors fg € LY(I,K)

et ffg‘<Mf|g|-
I I

Preuve.

Notons a et b les bornes de I, a < b On a d’abord |fg| < Mlg| donc |fg| =

O.(|g]) et |fgl = Ob(|g]) donc fg est intégrable sur I par comparaison de fonctions
positives.
d d
De plus, pour ¢,d € I, aveca < ¢ < d <b, |[ fg| < M [ |g]. Faisons tendre ¢
C C
d d
vers a (la fonction |.| est continue sur R), on obtient | [ fg| < M [ |g| par passage
a a
a la limite des inégalités larges.
On procede de méme en b. [

11.2.6 ATTENTION

L’hypotheése “f est bornée” n’est pas superflue. Dans le cas général un produit de
fonctions intégrables n’est pas intégrable. Prendre f =g :t — % sur ]0,1].

11.2.7 Exemple

—+oo
Pour z € R on pose ¢(z) = [ Wdt. Calculer lim ¢(z). Remarquons que
0 T oo

. +oo
pour z > 0 on a Vt € R exp(—2%(1 + ?)) < e=*". Ainsi 0 < p(x) < e Of #dt et

Chap 4 : Intégrations sur un intervalle quelconque
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IIT  Outils de calcul

(p(CE) — 0 par encadrement.
r——+00

IIT Outils de calcul

II1.1 Changement de variable

I11.1.1 Théoréme

sante.
b

8
Jf@ydt et [ fpu)e’

a
convergent.

Soient f € C(Ja,b[,R) et ¢ :]Ja, B[—]a, b] une bijection de classe C' strictement crois-

(u)du sont de méme nature et égales quand elles

Preuve. o(d)

Soient ¢,d €]a, B[. Ona [ f(t

»(c)

Yt et [ F(o(u))

Ainsi les intégrales convergent simultanément en a et a.

II1.1.2 Cas d’un changement décroissant

Si ¢ est supposée décroissante, on a alors [ f(¢)dt

II1.1.3 Exemple

Etudier la convergence et “calculer”

En effectuant le changement ¢ =

2

+o00
2 [ e =/m.
0

I11.1.4 Exemple
Calculer la valeur de I = f

./t(l t)

Posons t = u2 et donc dt = 2udu. Alors I = f

+oo

f

0

b

a

—t

—~

s\‘f

bijectif sur R*) donc dt =

1

0

D—0

f(p(u))¢' (u)du

— du = 2[arcsin(u)]

1
0

(u)du avec ¢ » a0 <= ¢(c) —

= T.

a.

2udu on obtient

II1.2 Intégration par parties

I11.2.1 Théoréme

Soient u,v : [a,b[— R des fonctions de classe C'.
b b

Si lim u(z)v(z) existe et est finie alors [u'v et [wv' sont de méme nature et

r—b~ a a

b b
/u’v = [uwv)? — /m/
a a

ot on a noté [uv]) = mliril* u(z)v(x) — u(a)v(a).

Preuve.
Immédiat d’aprés le cours de sup, en passant par des intégrales sur [a, x]. [

II1.2.2 Remarque

On peut étendre ce théoréme & ]a,b] et méme & Ja,b[ (dans ce cas le crochet est la
différence de deux limites).
I11.2.3 En pratique

On reviendra toujours & une intégrale sur un segment [a, 2] pour effectuer une intégra-
tion par parties puis on fait tendre x vers b. En effet, on ne connait pas a priori la fonction
u ni la limite de uw.

II1.2.4 Exemple (Intégrale de Dirichlet)
Montrons que l'intégrale [ gm(f)dt converge.
0

Soient € > 0 et A > €. Les fonctions en jeu étant C', on a

A A
/Sm( Jat {(l—cos(t)) « ﬂ +/A1%2°s(t)dt

1>
La limite du crochet quand ¢t — 0 et 0 et également quand ¢ — +oo.
De plus, Vi > 0 llfcos(t)

= < t% donc l'intégrale de droite converge quand A — +o0.

En 0, on a un prolongement par continuité dans les deux intégrales.

+oo +o0
Finalement, [ bln(lt)dt converge et on a méme f sin t) dt= [ kii(;s(t)dt
0 0
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II1.2.5 Contre-exemple

t—

sin(t)
t

n’est pas intégrable sur ]0, +o00|.

Ceci montre que dans une IPP, les deux intégrales sont de méme nature, mais I'inté-
grabilité (en valeur absolue donc) de 1'une ne présage rien de l'intégrabilité de I'autre...

II1.2.6 Ex
Reprenons

emp
1.2.7

T(3+1) et T(B
b b
On a, pour a > 0 et b > a, [tPe7tdt = [—tﬁe’t]z + [ BtP~le~tdt. Comme le crochet

tend vers 0 en 0 et + oo (8 > 0), I'(8 + 1) = T(5).
De plus, I'(1) = 1 et par récurrence immédiate, ¥n € N\{0} I'(n) = (n — 1)!.

On pose, pour 8 > 0, ['(8) = [ t?~le~tdt. Donnons un lien entre
0
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