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Exercice 1

1.
2.

Pour x € R* et n € N\{0}, on pose u,, = \2—2| La régle de d’Alembert nous donne alors R = 1.
La série f(1) converge d’apres le théoréeme de Riemann. La série f(—1) converge absolument.
Ainsi f est définie sur [—1,1].

Par dérivation terme a terme d’une somme de série entiére (& 'intérieur du domaine de convergence) , on a pour

x€]-1,1], f'(x) = E 2" et pour x # 0, f'(z) = L x (= In(1 — z)). Remarquons que cette relation est encore
n=1

valable quand = — 0.
En séparant les termes d’indices pairs des termes d’indices impairs (les séries convergent), on obtient f(—1) =
P — I (en notant P la somme des termes d’indices pairs).

De plus, f(1)=P+1.0r P = &O:o ﬁ =1f(1). Ainsi I =3f(1) et f(—1) =—1f(1).
n=1

g est définie sur {z € R| z € [~1,1[ et — ;%= € [~1,1]}. Or pour = € [-1,1[, 1 —2 > 0 et donc —1 < —7%= <
l <= z-1<-2<1-2 < 22-1<0 < o<1
Ainsi g est définie sur [—1, 1].

f est Ct sur ] —1,1] et donc g est C! sur | — 17—1[ d’aprés le raisonnement précédent. Pour z €] — 1, 1],
1—z)(In(1++%

g'(x) = f'(x) - (=) mz f (—7) Pour z # 0, %= # 0 et donc ¢'(z) = ln(l z) 4 T 11)2 Sl £+1_m)). Apres

simplification, ¢’(z) = —In(1 — ) (% + m(llfx)> = hlil:;).

Cette relation est encore valable en 0 car ¢’(0) = f/(0) — 1 x f/(0) =0

Pour z €] — 1, %[, g(z) = g(0) + fg t)dt =0+ [-3In*(1 - x)]g = —1”2(;7“") (car g’ est continue entre 0 et ).

Si f est bien continue sur [—1, 1] (il manquait cette hypothese dans I’énoncé) alors g est continue sur [—1, %] et

g(3) = —®E° — p(1y 4 f(—1) donc f(L) = — 22 4

Exercice 2

1.

On pose I = (G537} o un €] = .l Aors v = (1 E ),

Pour que le triangle OQ2N soit non aplati, on prend § # —, 0, 7. Alors la hauteur issue de N est Dy : = 1+cos(6)
et la hauteur issue de O est normale & N donc est la droite Dy : zcos(f) 4+ ysin(h) = 0.

Ainsi le point d’intersection M : (;) vérifie z = 1 + cosf et y = —x(:;gz; = —(1+ cos(6))<=? avec sinf # 0

sin 6
car 0 # —m,0, 7.

(a) On remarque que H% = cos® § Ainsi % = 2tan(%) cos?(%) = 2sin(3) cos(%) = sin(t).
De plus, 1 —u? = &2 (Cgs;inz( ) donc h“z = cos?(%) —sin®(%) = cos(t).

(b) On effectue le changement de parametre indiqué dans les relations de la question 1 : on pose u = tan g. On
obtient u € R*. Alors ¢ =1 + }Iuj = H% et y = —z:((g))x =— 1;52 lfug.

A vpriori, la courbe est définie sur R*. Or z est une fonction paire et y une fonction impaire. Ainsi le support I
est symétrique par rapport & (Oz) et on étudie T sur |0, 4o00].
x est clairement décroissante sur 0, —|—oo][ y est dérivable sur ]0,4o0[ par quotient dont le dénominateur ne

2u? (u?+1)— (u?—1)(3u? +1)
u2(u2+1)

Or 2u(u? +1) — (u? = 1)(Bu? + 1) = —u? + 4u® + 1 = —(u* — 4u? — 1). On pose t = u? et on cherche le signe
de t? — 4t — 1 qui s’annule seulement en ¢ = 2 4+ /5 (car v/5 > 2).

Ainsi ' s’annule en /2 4+ /5 (noté a), est strictement positive avant et strictement négative apres.

s’annule pas. Soit u > 0. y'(u) =

u 0 a +00

y(a)
—00 0
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La limite de y en 400 est calculée par équivalents.

On observe une tangente horizontale au point de parametre «, ainsi qu’une asymptote verticale d’équation
x = 2 quand v — 0. Remarquons que y s’annule au point de parametre 1. On pouvait éventuellement étudier la

-1
tangente, qui est dirigée par ( 1 ) (voir le calcul de 2’ plus bas).

. 0 T s A , , . -
Le point ( est un point limite de la courbe. On étudie la tangente grace au résultat de I’énoncé. x est dérivable

0
sur ]0, +o0o[ en tant qu’inverse d’une fonction qui ne s’annule pas et z’(u) = ﬁ.

’ 2\2
Ainsi g'EZ; = ;24(111;;)12 X (Hz;) I u % =1 2 ~+o0o. Donc la tangente au point (8) est verticale.
>>> U = np.linspace(0.2, 20, 350)
>>> X =2 / (1 + Uxx2)
>>> Y = (Uxx2 - 1) / (U x (Ux*2 + 1))

>>> plt.plot(X, Y, color="red")
>>> plt.plot(X, -Y, color="blue")

0.0 0.5 1.0 15 2.0



