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Exercice 1

Partie I

1.

10.

D’apres le théoreme fondamental de analyse, G est la primitive de f sur [0, 1] qui s’annule en 0.
1

ON veut montrer qu’il existe une unique primitive F de f sur [0,1] telle que [ F = 0.
0

1 1
Supposons qu’une telle primitive F = G + ¢ existe o ¢ € R. Alors 0 = [ G + ¢ donc F = G — [ G(t)dt
0 0

1
Réciproquement, F = G — [ G convient.
0

Comme toute les primitives de f sont de la forme G + ¢ et qu’il y a une unique valeur de ¢ convenable, on a
bien montré I'existence et 'unicité.
By est défini par lénoncé.

Si on a défini B, pour un n € N fixé, alors B, existe et est unique d’apres la question 1.
Finalement, par récurrence, (B,,), est bien définie.

Bi(X)=X -1
1
Ainsi Bo(X) = XTZ — + ¢ ol ca € R est a trouver. Comme fBQ t)dt = 0, on trouve % — i = ¢y = 0 donc
0
2
Coy = BQ(X) XT - 5 + 12

_ x3 X2 1 1 1 _ _
DOHCB;),(X)—T—T—&-ﬁ—i-CgaVGCﬂ—ﬁ—l—ﬂ—‘ng—Odoncc?,—O.
: Xt x% ., x? 11,1 _ ; 161 1,1 _ __ 1
Finalement By(X) = 5 — 95 + 5 +¢4 avec 155 — 35 + 75 +¢c4 = 0 soit encore 57 (5 —5+3)+ca = 0. c4 = — =55

On montre facilement par récurrence que le degré est n et le coefficient dominant est %

1
Soit n > 2. Alors By, (1) fB’ = [B,_1(t)dt =0 carn—1> 0.
0

Cette relation est valable pour n = O mais pas pour n = 1.

Onabien Cy = By = 1. Pour n > 0, (" (X) = (=1)"x (=B, (1-X)) = (=1)"*'B,_1(1-X) = (=1)""'B,,_;(1—
X) = Cp_1(X).
0

1
De plus, [Cy(t)dt = — [ C,(1 — u)du en posant u = 1 — ¢ Finalement fC u)du = 0 (car
0 1

O%»—t

n > 0).
Par unicité de la suite (B,,), on a pour tout n € N, B,, = C,,.

. Pour le cas n pair, B, (X) = B, (1 — X) et donc la courbe représentative de B,, est symétrique par rapport & la

droite d’équation x = %

1
Dans le cas n impair, on trouve une symétrie par rapport au point de coordonnées <(2))

Pour le voir on peut introduire la fonction f,, : t — b, (t — %) qui est de la parité de n.

. On a B,(0) = B,(1) d’apres la question 5. De plus, en évaluant la relation de la question 6 en 0, B,(0) =

(~=1)"Ba(1) = Bu(1).

Donc B, (0) = B, (1) = 0. En évaluant en 3, on trouve B, (3) = —B,(1) = 0.

. La propriété est vraie pour m = 0. Soit m € N. On suppose que Ba,,+1 en s’annule pas sur |0, %[ Montrons que

) 1
Bom 3 ne s’annule pas sur ]0, 5.
Or B}, .5 = Bomy2 qui est strictement monotone sur ]0, [ (par hypothese de résurrence, sa dérivée est de signe
strict constant).
Si Bap+s s’annule en un a €]0, %[, alors Bay, 3 s’annule en 0 et a donc sa dérivée s’annule sur |0, a[ d’apres le
théoréme de Rolle. De méme B, 5 s’annule sur ]a, 5[ car Boy,43(a) = Bomy3(3).
Une fonction strictement monotone sur un intervalle ne peut pas s’y annuler deux fois. Contracdiction et donc
p) . 1
Bim43 ne s’annule pas sur |0, 5.
Par réccurence, on peut conclure.

C’est vrai pour m = 0. Pour m > 0, B}, = Bgm 1 qui s’annule seulement en 0, % et 1 (car un point d’annulation
sur |3, 1[ donnerai un autre point dans ]0, [ d’apreés la question 6 (ou 7)).

Ainsi on a deux possibilités de variations pour la fonction fo, : t = Bap, () — Bam(0).
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t 0 U ¢t 0
f2m / \ f2m \ /
0 0 0 0

et donc fa,, est bien de signe constant sur [0, 1].

D=
N |

Partie II
1. C’est du cours. Encadrement pour ¢ € [k, k + 1] de f(¢) par des constante + croissance de l'intégrale.

2. Onprenda:%etf:tH%.
N
On a alors pour N € N, fN+1 fOHdt< Y L < fl
n_
En traitant a part le cas a = 1, on peut calculer une primitive et conclure par encadrement de la série converge

1

+oo
ssi & > 1. On trouve pour a > 1, m <Y <5
n=2

3. 1 est le premier terme de la somme de la série donc 1 < () car il s’agit d’une série a termes positifs. L’autre
inégalité est une conséquence directe du calcul précédent, en ajoutant 1 pour considérer la somme a partir de 1
et non plus de 2

4. On trouve ((«) ~ ﬁ par encadrement du quotient, et en remarquant que 20+  — ) 1.
Z e

Partie III
1. Voir le DM 3
— _ Ban(1-t)— B"(O) _ (=D)"Bn()—Bn(0) _ nw

2. Ona pour ¢ E]O’ 1[’ Qﬁn(l t) - sin(m—mt) sin(mt) ( 1) sin(7t)
Or (-1)"B,(0) = B,,(1) = B,,(0) d’apres la question I.6 (évalué en 1) et I.5.
Ainsi @n(l - t) = (_1)n<pn(t)'

3. D’apres la question précédente, si on prouve que ¢, est prolongeable en une fonction C! sur [0, 1] alors on pourra
prolonger ¢,, en 1 en posant (1) = (—1)"p,(0) et le prolongement sera C1.
Or B, (t) — B,(0) = 0+ B.,(0)t + 0o(t) (B, est C', on applique Taylor-Young) et sin(mt) v 7t et donc p(t) =

L B!(0) 4 00(1) donc ¢(t) e @ et est prolongeable par continuité en 0 (et donc en 1).
—

B, (t)—B,(0) sm('n't)

Pour la classe C' deux méthodes. On peut écrire ¢,, comme le quotient de ¢ et t » —— qui
sont DSE sur R en entier donc C* et le dénominateur ne s’annule pas sur [0, 1].

Sinon on retrousse nos manches. Pour ¢ €]0, 1],

B, (t) sin(wt) — (B (t) — By, (0)) 7 cos(mt)

/

t) =
Y sin(7t)
Or sin(7t)? o~ 72t2. De plus, B/, (t) = B.,(0) + BZ(0)t + oo(t), sin(wt) = 7t + 0o(t?) donc By (t)sin(rt) =
B! (0)wt + B(0)7t? + 0o (t?)

De méme, 7(B, (t) — B (0)) cos(mt) = w(BL, (0)t + 222 4 04 (12))(1 + 0p(t)) = 7B, (0)t + 25042 1 (2.
Pour ces calculs on a usé du fait que tog (¢ 00(t2) pour réduire l'ordre des DL & considérer.

" 0) + 0p(1). Ainsi ¢’ posséde une limite finie en 0, ¢ est C! sur

n

) =
Finalement, par somme puis quotient ¢'(t) =

0,1] d apres le théoréme de prolongement C'. On conclut en 1 comme

]0,1[ et continue sur [0, 1] donc est Clsur [0,
pour la continuité.

4. Voir le DM 3, on dérive f et on intégre ¢t — sin(xt) pour z # 0. Il faut voir que f’ est bornée pour majorer
Pintégrale obtenue (en valeur absolue) par une quantité qui tend vers 0 quand x tend vers +oo.

5. no—fo n(t) x 1dt =0 sauf sin =0 et [y = 1.
Pour k > 0, Iy = fo cos(2kmt)dt = 0.

Toujours pour k > 0, Il k= fol t cos(2kmt)dt (d’apres le calcul de Ij ). On effectue une intégration par parties
s sin(2kxt) (C sur [0,1]). On trouve Iy x = 0.

6. On effectue la méme intégration par parties, avec B,, de classe C!.

avecu:t—tetuv:

Ik = [Bn(t) 5= sin(2kmt)]§ — 77— fol B! (t) sin(2knt)dt. Le crochet est nul, et on effectue une deuxiéme intégra-

tion par parties, sur des fonctions C! sur le segment [0, 1]. I, = (ka)z (B, (1)— B (0)— fol B!(t) cos(2knt)dt =
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ﬁ(anl(l) — Bp—1(0) = I,_2) car B), = B,_1 et Bl = B,,_5 car n > 2. Remarquons, que pour n # 2,
B,,—1(1) = B,,—1(0) et donc (Izp41,%)p est géométrique de premier terme I3 ;, = 0 donc est nulle.

(—1)”’1(

Le méme raisonnement montre que Iy, = (1 — Iy ;) (car notre relation donne Is j, = ﬁ(l —Iok)).

La question précédente conclut.

7. Calculons

sin((2N + 1)nt)
sin(7t)
N

_ / C(Bo(t) - B(0))(1 42 S cos(2krt))dt

k=1

A= /O Gom (1) sin((2N + 1)mt)dt = /O (Bam (t) — Bam(0))

Par linéarité de I'intégrale (la somme est finie),

1 1 N o1 1
A= / Bo,, (t)dt — / Bop, (0)dt + 2 Z/ Bom (t) cos(2kmt)dt — / B, (0) cos(2kmt)dt
0 0 = Jo 0

. Comme 2m > 0, la premiere intégrale est nulle.

N N
A=0- BQm(O) +2 Z I2m,k - B2m(O)IO,k = *BQm( ) Z )27n
k=0 k=1

8. Faisons tendre N vers +oo dans la relation précédente.

—+oo
s . . _ _1ym—1 1
D’apres la question 4, A eroo 0 donc Ba,,(0) = 2(—1) kgl TEE

fad 1 1 _ (_1ym-1 2m—1,2m
Ainsi ) mm = (1) By, (0)2 e,
k=1

Avecm =1, ((2) = B2(0) x 2 x 7% = %2_
Avec m =2, ((4) = —B4(0) x 8 x 7 = 79%_

Exercice 2

Partie 1
1. )\1 = 71;\/5 et )\2 = ,142“/5.

2. On a |\g| < 1 car /5 €]2,3[. Ainsi > n>0 A5 converge et on a méme

3 1 1 1 543V6
VBAR VBl —X 10

en multipliant par la quantité conjuguée.
3. Voir le cours.

4. f est de classe C" sur R\{\1, A2}, tout comme g : 2 + 22 + x — 1. De plus, ¢’ : @ — 22 + 1,¢" : & — 2 et pour
k>3,¢% =o0.
En appliquant la formule précédente, en x # A1, Ao

0 =3 (1)o7 )

k=0

Ainsi, sin > 1, vu que (fg)"~Y = (1) = 0 on obtient bien la relation demandée car (}) =n et (3) = @

5. (a) up=f(0)=—-1letuy = f'(0)=—
(b) On évalue la relation de la question 4 en 0 (elle y est valable) :

—1f®(0) +pfP=V(0) +p(p — 1)FP=2(0) = 0

En divisant par p! > 0, —u, = ﬁ(p — Dup_q + %(p —2)luy_o =0.

Il reste a simplifier les factorielles et isoler w,,.
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(c) On résout I'équation caractéristique r? = r+1 de solutions 1_2—‘/5 =—Xy et 1+2‘/5 = —A1. Ainsi, pour p > 0,
up = a(—A1)P + b(—A2)P ol a,b sont des réels a déterminer.
Or ug = —1 =a+bet u = —1 = —aX; —ba. Ainsi b(A; — A3) = —A— 1 = )g (relation coefficient racines)

Donc b = )\2>\:)\1 .

p+1
Comme )\1 — )\2 = V5, up = %(}\éﬂrl _ oty

6. Il s’agit juste de recopier le théoreme de Taylor-Young. Ne pas oublier de préciser que f est de classe C” sur
]A2, A1[ qui contient 0.

7. (a) a=—-F= f% conviennent en mettant au méme dénominateur.

(b) g1 et go sont C™ saufen Ay et A respectivement. Supposons pour n € N que ggn)x = oa(=1)"n!(z—X ;)" L
Alors ¢"™) 1z a(=1)"n! x (—=n — 1)(z — A\) "2 qui est bien a(—1)"+1(n + 1)!(z — Ay)~(+D-L,
Comme cette expression est valable pour n = 0, on conclut par récurrence.

De méme pour go en remplagant \; par As.
(c) Soit p € N. pluy, = fP(0) = 6" (0) + 95" (0) = (ZRer + (St

+1 _
Or AjAg = —1 d’apres les relations coefficients racines, donc u, = %)\pﬂ (L7 \ptt

V5
C’est cohérent avec le résultat précédent.
Partie II
1. Voir le DS 4.
2. Soit y > 1. Alors % €]0, 1] et on peut appliquer la relation de la question précédente.
*f RN SR S|
— Yy (-3 y-2+
3. (a) Méme raisonnement qu’en L.5.c, mais cette fois avec 0 = a+bet 1 = —Aja — A2b. On trouve a = % et

b= ainsi

f?

1 n n
VneNw, = %((*Al) —(=A2)")

4. Remarquons que |Az| < let |[A;| > 1 donc wy, o %(—)\1)" et on trouve par la rege de d’Alembert (et
o0
comparaison de séries entieres a terme général positifs) que le rayon de convergence est R = —— = A9 f ¥5-l

5. Soit x 6]1_2—‘/5, @[
—+oo +oo +oo +oo
(1—2—2% Z wpa" = Z wpx' — Z wpz" T — Z wpz™ T2
n=0 n=0 n=0 n=0
+oo —+oo —+o0
= Z wpx" — an,lx” - Z Wy —oZ"
n=0 n=1 n=2

“+oo

= wo + w1 T — Wox + g (Wy, — Wp—1 — Wp—2)z" =2
n=2

6. Soit y # 0 tel que |%| < Ag e y €] — 00, —A2[U]A2, +00[. Remarquons que si |l\ < Ag alors l # Ao et de plus

% # A1 car [\ > |A2|. Alors 1 — % — 4 % 0 et on peut appliquer la question précédente et d1v1ser par 1— 5 — %
Finalement
Kw, 11 1
T, T 1 1
e R



