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Exercice 1
Partie I, un exemple

Soit E un C espace vectoriel de dimension 4 et B = (e, ea, e3,€4) une base de E. Soit f I’endomorphisme de E
dont la matrice dans la base B est

1. Montrer que rg(f) = 2.

2. Déterminer en fonction des vecteurs de B une base de ker(f) et une base de Im(f). Que remarquez-vous sur ces
espaces 7

3. Déterminer f2.
4. Montrer que Vect(eq,e2) ® Im(f) = E.

5. Déterminer la matrice de f dans une base B’ adaptée a la somme directe précédente.

Cas général
1. Soit E un espace vectoriel de dimension n € N\{0} et f € L£(F) vérifiant ker(f) = Im(f).
(a) Montrer que n est un entier pair et déterminer le rang de f en fonction de n.
(b) Montrer que Vo € E (f o f)(z) = 0g.
2. Réciproquement, soit f € L£(E) vérifiant f2 =0 et n = 2rg(f).
(a) Montrer que Im(f) C ker(f).
(b) En déduire Im(f) = ker(f).

3. On se place maintenant dans un des deux cas précédents qui sont équivalents. On a donc f2 = 0 et ker(f) =

m(f).

On pose F un supplémentaire de ker(f) dans F et on note (eq,...,e,) une base de F.
(a) Que vaut r?
(b) Montrer que (f(e1),..., f(e;)) est une base de Im(f).

(¢) On pose alors B = (e1,...,er,€r41,...€2.) OU e,1; = f(e;) pour i € [1,r]. Justifier que B est une base de
E et calculer f(ex) pour k € [r + 1,2r].

(d) Donner la matrice de f dans B.



