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Proposition 1
Soit A une partie non vide de RP. On note B = RP\A le complémentaire de A. Soit

I Continuité Xo €R?
1. Xg est intérieur a A ssi Xy n’est pas adhérent a B.
I.1 Notions de topologie
Définition 1
Soit r € [0, +oo[ et Xo € RP
1. La boule ouverte de rayon r et de centre Xy est B(Xo,7) = {X € R?| || Xy — X <
r}.

2. La boule fermée de rayon et de centre X est B(Xo,7) = {X € R?| | Xo—X| < r}.

. X est adhérent a A ssi Xy n’est pas intérieur a B.

. A est ouvert ssi tout point de A est intérieur a A.

. A est fermé ssi tout point adhérent a A est un point de A.
. Tout point de A est adhérent a A.
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. Tout point intérieur a A est un point de A.

Définition-Proposition 1 1.2 Fonctions continues

Soit A une partie de RP. Les propositions suivantes sont équivalentes. Définition 4
1. il existe Xo € RP et 7 > 0 tels que A C B(Xo, ). Soit A une partie de RP et f: A — R"™. Soit £ € R".
2. pour tout X, € RP il existe r > 0 tel que A C B(Xo,r). 1. Soit a un point adhérent a A. On dit que f admet ¢ comme limite en a ssi
3. il existe M € RT tel que VX € A || X|| < M. Ve>03a >0z € Allz —al| <a=||f(z) — || <e

Dans ce cas, on dit que A est une partie bornée de RP.
11 faut comprendre ||z —a|| comme la norme dans R? et || f(x) — ¢|| comme la norme

Définition 2 dans R™.

Soit A une partie de RP. 2. Soit a € A. On dit que f est continue en a ssi

1. On dit que A est une partie ouverte de RP (on dit aussi que A est un ouvert) ssi
Ve > 03a > 0z € A|lz —a|| < a=||f(zx) — f(a)|| <¢
VXo € A3r >0 B(Xp,7) C A
f est continue sur A ssi f est continue en tout point de A.

. . 2 p A 7 .
2. On dit que A est une partie fermée de R? ssi A (son complémentaire) est une Théoréme 1

partie ouverte. Soit f: A— R™ ou A C RP.
Définition 3 1. On note f = (f1,..., fn) les fonctions coordonnées de f. f est continue (en un
Soit A une partie de RP et X, € RP. point ou sur A) si et seulement si toutes les f; sont continues.
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2. Une somme de fonctions continues est continue, le produit d’une fonction continue
par un réel est continue (C(A4,R™) est un R-espace vectoriel)

3. Si n = 1 (fonctions a valeurs réelles), le produit de deux fonctions continues est
encore continue. L’inverse d’une fonction continue qui ne s’annule pas est continue.

4. Soit g : U — R™ telle que f(A) C U. Si f et g sont continues alors go f : A - R™
est continue sur A.

Théoréme 2 (Image d’un fermé borné)
Soit A C RP fermée et bornée et f: A — R”

1. Si f est continue sur A, alors f(A) est une partie fermée et bornée de R™.

2. Sin=1et que f: A — R est continue, alors f est bornée et atteint ses bornes :

inf (f(2)) = min(f(z)) et zgg(f(w)) = max(f(z)).

II Dérivées partielles

II.1 Dérivabilité
Définition 5

Soit f :

rieur a U.

On dit que f posséde une dérivée partielle par rapport & = en a = (xg,yo, 20) Ssi
Papplication partielle  — (z,yo,20) (qui est définie sur un intervalle centré en z car
a est intérieur) est dérivable en xy. Ce nombre dérivé est alors noté %(mo,yo,zo) ou
01 f(x0, Yo, 20)-

On définit de méme % et ‘Z—f.
Yy z

R™ N , . e e s
vo- 7 ou U C RP. Soit a = (ag, Yo, 20) un point inté-

(I’7y7 Z) = (I, y’ Z)

Définition 6
Soit U un ouvert de R? et f : U — R™. On dit que f est de classe C! sur U ssi f possede
3 (ou 2) dérivées partielles sur U et que ces fonctions de 3 (ou 2) variables sont continues.

Définition 7
Soit U C RP un ouvert et f: U — R (remarquez le cas n = 1). Si f posséde des dérivées
—
partielles en (z,y,z) € U, le gradient de f en (x,y, z) (noté grad f(x,y, z)) est le vecteur
o) 2] 2]
((’)‘J; (1’ ya )7 875(1:’ y7 Z)J 871’:(%7 y7 Z)) .
En physique, le gradient est parfois noté V f

1I.2 Taylor-Young

Théoreme 3
Soit f : U — R™ un fonction C!, ott U est un ouvert de R2. Soit (xq,yo) € U. Pour (h, k)
de norme “assez petite”

f(xo+h,y0 + k) = f(wo,y0) + h%(xo, Yo) + k%(xoayo) + ([[(h, K)[)

0
(h,k)—(0,0)
Corollaire 1

Une fonction de classe C! est continue.

Proposition 2 (Composition)
Soit f : U — R™ (U ouvert) et g :
intervalle I et & valeurs dans U.

Si f et g sont de classe C!, alors ¢ = fog:t+ f(x(t),
Tetpourtel

t — (x(t),y(t), 2(t)) une fonction définie sur un

y(t), 2(t)) est de classe C! sur

§(0) = (69 (a0, (1) 2(0) + o/ () T (a0), (0, 2(0)) + 2/ () 2 (o), ), (1)

Proposition 3 (Composition, changement de variables)

On considere f: U — R™ et g: V — RP ou U est un ouvert de RP et V' un ouvert de R™.

Si g(V) C U et que les fonctions f, g sont de classe C! alors f o g est de classe C! sur V.
Si on note f : (ur,...,up) = flur,...,up) et g : (T1,...,%m) — g(&1,...,Zm) €t

g = (g1,-..9gp) les fonctions coordonnées, alors f o g dépend des variables z1,. ..,z et

pouri € [1,m] et a €V

3fog
6l‘i

=302

Théoréme 4 (Théoréme de Schwarz) , X
Si f est de classe C? sur un ouvert U de RP, alors % = %
Y YOz

3u3

(et de méme avec toutes
les autres variables éventuelles).

I1I.3 Extrema

Définition 8

Soit f : A — R une fonction & valeurs réelles et A C R2. Soit ag = (79,%0) € A. On dit
que f posséde un maximum local (resp. minimum local) ssi il existe un r > 0 tel que

V(az,y) € AQE(QOJ‘) f(zvy) < f(5607y0)

(vesp. f(z,y) = f(z0,90))-
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Définition 9
Soit f : A — R une fonction & valeurs réelles et A C R%. Un point a intérieur & A est

—
appelé point critique de f ssi grad f(a) = 0 (toutes les dérivées partielles s’annulent
simultanément)

Proposition 4

Soit f : A — R une fonction & valeurs réelles et A C R2. Soit a € A.
Si f possede un extremum local en a alors on est dans I'un des deux cas :
— a est sur la frontiere de A
— a est intérieur & A et alors a est un point crique de f.

I1.4 Equations aux dérivées partielles
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