TD 1 :

séries numériques

1B

Convergence

Exercice 1
Déterminer la nature des séries de terme général :

1. Up = #1(71) 5. Up = (2})
— 9—1In(In(n)) _ 1
2. Up 2 6 Up = 7\/5111(”)
1 n
3. un = In(cos(y;)) 7. up = 22 pour 2 > 0
— 1
4. Un = 2+sin(%) : 8 Up = %

Pour conclure complétement sur 7., on pourra attendre ’exercice 3.

Exercice 2
Soient «, 8 €]0, +00l.

1. On suppose « # 1. Etudier la convergence de > W
2

n>
2. On suppose que a = 1. En comparant a une intégrale, déterminer la nature de

1
2wy

n>=2

3. Résumer les informations précédentes dans un tableau, puis traiter les cas ou @ < 0
ou 8 <0.

Exercice 3
le™ , . s .
Pour n € N on pose u,, =In (an/ﬁ) Mountrer que (u,) converge en étudiant une série.

Question bonus : en utilisant (2") ~ -2 donner un équivalent de n!
n/ 4o VTN
Exercice 4 N
On note Hy = L et retrouver la

21% pour N € N\{0}. Montrer que Hoy — Hy > 5

n=
divergence de la série harmonique.

Calcul de sommes
Exercice 5

Déterminer la nature et calculer la somme des séries de terme général :

1. unzln(lf#). 3. up =

2. Up =

n2+n+1
n!

o 4. u, = e ?"ch(n)

Pour 2, on pourra calculer 25 — S ou S est la sommeﬂ Pour 3, on pourra utiliser la
base (1, X, X(X — 1)) de Ry[X] pour exprimer le dénominateur.

Exercice 6
=y~

+oo
Montrer que >, o =5 L
=

converge et exprimer sa somme en fonction de S = ) .
n=1

Exercice 7

Soit # € R. Montrer la convergence puis calculer la somme de -, -, sin(ne)

on

Exercice 8
1. Trouver a,b,c € R tels que Vn € N\{0} u,, =

1 _a b c
n(n+1)(n+2) — n + n+1 + n+2°

2. En déduire que > u,, converge et calculer sa somme.

Exercice 9
Pour n € N, exprimer

> G
1
neN s

(==
n+1

converge et calculer sa somme.

comme l'intégrale d’une fonction simple. Montrer alors que

Exercice 10 (x) .
On pose j = e . Montrer la convergence de > L. On pourra étudier les sommes
n>1
partielles et regrouper par 3.
Calculer ensuite la somme de cette série en exprimant % comme l'intégrale dune
fonction simple.

Plus théorique

Exercice 11
Pour N € N\{0}, on pose Hy =

M=
3=

n=1
1. Montrer que »_, -, ((In(n) — In(n —
2. En déduire que H,, = In(n) + v+ 0400(1) ot v € R.

(_1)71

1)) — 1) converge.

3. Montrer que ) -, converge et calculer sa somme.
=

Exercice 12
Soit (a,) une suite positive telle que Y a, converge. Etudier la convergence des séries

Z v/ AnGn+t1, Za%, Z @~

1. Pour les 5/2, trouver une méthode sans astuce
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Exercice 13 (%)
Soit (an)nen une suite & valeurs positives et ug > 0. On pose pour tout n € N, 1,11 =
Uy + Z—Z

Montrer que (u,) converge ssi »_ a,, converge.

Exercice 14
1. Soit & € R et (uy,) une suite strictement positive qui vérifie uz—:l =1+2404 ().

On pose b, = In(n~%u,,) pour n € N. Montrer que (b,,) converge en étudiant une
série, puis donner un équivalent de (uy,).

2. Etudier la nature de la série > (27?) 2211,” en utilisant la méthode précédente, et d’une

deuxieme maniere en utilisant I’équivalent rappelé a I'exercice précédent.



