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I Rayon de convergence

I.1 Série entiére
Définition 1

L’ensemble des z € K pour lesquels la série entiére converge est appelé domaine de

convergence.

domaine de convergence.

Définition 2

On considére deux séries entieres Y apz"

neN

1. La série somme Y a,z" + >
neN

neN

Une série entiére de variable z € K est une série de la forme ) a,2™ ol a, € C.

neN

Les termes de la suite (a,)nen sont appelés les coefficients de la série entiére.
Pour chaque z € K on étudie la convergence de la série numérique > a,z".

neN

“+ o0

La somme de cette série entiere est la fonction f : z — Y a,2" définie sur le

n=0

et > bp2™.

neN

b,z™ est la série entiere > (a, + by)z".

neN

2. Le produit de > a,2™ par le scalaire A € C est la série entiere > Aa,z™.

neN

neN

I.2 Convergence d’une série entiere
Définition 3

2 Soit R € RT. On appelle disque ouvert de centre O et de rayon R '’ensemble Dp = {z €
2 C| |2| < R}.
2 Théoréme 1 (Lemme d’Abel)
Soit (a,,) € CN. Supposons qu'il existe r > 0 tel que (|a,|r™) est une suite bornée. Alors
3 pour tout z € D, (ie |z| < 1)
3
3 |anz"| = O1oo (<|Z>n> et donc Z anz" converge.
3 r

neN

Définition-Proposition 1
Soit > a,z™ une série entiére.
neN
1. L’ensemble I = {r € R*| (Jan|r"™)nen est bornée} est un intervalle de R de la forme
o,...

2. R =sup(l) € Rt U {+00} est appelé rayon de convergence de la série entiére

> apz"

neN

Théoréme 2

Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.
neN

1. Si|z| < R alors la série numérique . a,2™ converge.
neN

2. Si |z|] > R alors la série numérique > a,z" diverge grossiérement.
neN

3. Si |z| = R on ne peut pas conclure sur la nature de > a,z".
neN

1.3 Calcul du rayon de convergence

Proposition 1

Soient Y a,z™ une série de convergence de rayon de convergence R, et > b,z™ une
neN neN

série entiere de rayon de convergence Ry
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. Siay, = > iculier : a, = . . T - o
1. i an = Oxoo(|bnl) alors R > Ry (un cas particulier : an = 04c0(|bn]) ) Soit f:xz— > ana™ la somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0.
2. Si|a,| ~ |by| alors R, = Ry. n=0
+oo
* R =
, < n n4+1 n—1
Théoréme 3 Vz €] — R, R] / f®)de = Z ﬁx’”‘ = E - x"
Soient Y a,z™ une série de convergence de rayon de convergence R, et > b,z" une 0 n=0 n=1
neN neN
série entiere de rayon de convergence Rjp. Remarquons que les séries entieres qui interviennent ici sont de rayon de convergence R
- R exactement d’apres la proposition [2
1. Pour A € C*, la série entiere > Aa,2z" est de rayon de convergence R,. Le cas p prop
neN .
A = 0 donne un rayon infini. Corollaire 1

Sous les mémes hypotheéses que le théoréme, on peut calculer, pour a,b €]— R, R[ 'intégrale
2. Le rayon de convergence R de la série somme vérifie R = min(Ry, Ry) si R, # Ry P d O P P |-k, R &

b
et R > R, dans le cas R, = Ry. J F(t)dt en intégrant la somme terme & terme.
a

3. Le rayon de convergence R de la série produit vérifie R > min(R,, Rp). L’hypothése importante est que a,b doivent étre a I'intérieur de | — R, R et pas une

. borne de cet intervalle.
Proposition 2

Soit (a,,) € CN. Les séries entieres Y a,, 2™ et > na, 2" ont le méme rayon de convergence.
II.2 Dérivation

, Théoréeme 7
1.4 d’Alembert Soit f la somme de la série entiére > a,z™ de rayon de convergence R > 0.
Théoréme 4 (Reégle de d’Alembert) o neN
Soit (u,) € RY telle que Vn € N u,, > 0. Supposons que “2+- — /. [ est dérivable sur | — R, B[ et pour €] — R, R[ on a
1. Si ¢ <1 alors > u, converge (on a méme Vq €]¢,1[ u, = 0400(q")). = =
. Z n ‘ ( B ] [ n +OO( )) f’(x) — Znanxn—l — Z (n + 1)an+lxn-
2. Si ¢ > 1 alors Y u, diverge grossierement (u, = +00). — =
3. Sil=1la série ) u, peut étre divergente ou convergente. Remarquons que la série entiére qui définit f’ est également de rayon de convergence R.
Théoréme 8
11 Proprletes de la somme, cas réel Soit f la somme de la série entiere > a,a™ de rayon de convergence R > 0. Alors f est

neN
de classe C* sur | — R, R[ et les dérivées de f sont obtenues par dérivation terme & terme

de la série entiere, ou encore

II.1 Intégration

Théoréme 5

+oo —+o0

n! n+k)!
Vk e Nz €] - R, R[ fP(2) =) ———a,a" " =" gan%xn
. e ) - N (n—k)! n!
Soit f: 2z +— Y a,z™ la somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0. n=k k=0
n=0
Alors f est continue sur | — R, R]. Corollaire 2
Soit > a,a™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 et f sa somme. Alors

Théoréme 6 (Intégration terme a terme) neN

_ ™0
- n!

an pour tout n € N.
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Corollaire 3
Les coefficients d’une série entiére de rayon non nul sont uniques.

Plus précisément, si Y anz™ et Y b,z™ sont de rayons non nuls et vérifient pour un
neN neN

+oo —+oo
Vo €] —a,qf Z anz" = anx"
n=0 n=0

a > 0 que

alors Vn € N a,, = b,,.

IIT Développement en série entiere

II1.1 Taylor

Théoréme 9 (Formule de Taylor avec reste intégral)
Soit f € C"TY(I,R), (ot I est un intervalle non vide et non réduit a un point) a,z € I.

Alors
nEk) (g
fa =Y ot [

=0

(=)™
n!

FrD (yde.

Théoréme 10 (Inégalité de Taylor-Lagrange)
Soit f € C"(I,R) (ol I est un intervalle non vide et non réduit & un point) et a,x € I.
On pose M la valeur maximale de |f(+1)(¢)| pour ¢ entre a et

_ 4n+l
<plEa™
(n+1)!

") (g
o)~ e o

II1.2 Fonctions développables

Définition 4
Soit f une fonction de classe C* sur I tel que 0 € I et 0 n’est pas une borne de I. Le
1) on

i .

développement de Taylor de f est la série entiere )

neN

Définition 5
Soit f : I — K ot I est intervalle qui contient 0 (et 0 n’est pas une borne de I). On dit
que f est développable en série entiére (au voisinage de 0) ssi il existe > 0 et une
série entiere > a,x™ tels que :
neN
— ]=-rrcI
— > ana™ est derayon R > r
neN

— Ve el—rr| f(z)= %oanx”.
n=0

Autrement dit, f est la somme d’une série entiére sur un intervalle | — 7, r[# () contenu
dans I.
La série entiere > a,z" est appelée développement en série entiére de f.
neN

I1I1.3 Développements en pratique

Proposition 3
sin et cos sont développable en série entiere sur R et pour tout z € R

+o00 >
cos(z) = HZ::O @) 2" et sin(z) = n;) 2t T 2n+1

Proposition 4
sh et ch sont développable en série entiere sur R et pour tout z € R

—+oo

+oo
_ 1 2n _ 1 2n+1
n=0 n=0

Proposition 5
Soit & € R. fo : & — (14 x)* est développable en série entiere sur | — 1, 1] et

(1+x)a:Za(a—l)...(a—n—&—l)xn

n!

Si a € N, le rayon de convergence est +o0o et le développement est en fait une somme
finie.
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