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I Cadre théorique

I.1 Ensembles dénombrables

I.1.1 Définition
Soit E. On dit que E est dénombrable ssi il existe une application ¢ : N — FE bijective.
En d’autre termes, on peut écrire E = {xg, z1, ...} sans oublier un seul élément.

I.1.2 Fini ou dénombrable

1.1.3 Théoréme

N

. N\{0} est dénombrable.
. Z est dénombrable.
. Nx N et Z x Z sont dénombrables.

. Si E et F' sont dénombrables alors E x F' est dénombrable.

Preuve.
1. Encore heureux! ¢ : N — N\{0} est une bijection convenable.

2. Exhibons une bijection de Z dans N. On pose

Z — N

p: 3 2nsin=>0
2x(—n)+1sin<0

@ est une bijection. Pour le prouver on peu soit examiner 'injectivité et la
surjectivité, soit exhiber sa réciproque.

3. cf 4.

4. Notons E = {e;| i € N} et F' = {f;| i € N}. L’idée ici et d’énumérer tous les
éléments de F x F' “par diagonale” : on représente E sur I’axe des abscisses, F’
sur ’axe des ordonnées (un élément de chaque sur chaque entier, ey, fy situés
en 0).

On énumere les éléments de E x F' de la maniere suivante : pour chaque k € N,
on part de (e, fo) (graphiquement sur I’axe des abscisses), puis on consideére
(ex—1, f1), (€r—2, f2) - .. (€0 fr)-

Plus précisément, si (i,j) € N2, on note k = i + j et alors on a déja rempli

k
k diagonales dont numéroté >  p = k(k; D) éléments, et (e;, f;) est 'élément
p=1
numéro @ + 7 (on vient de créer la bijection...) L]

Les ensembles finis ou dénombrables sont exactement les ensembles pour lesquels on 1.1 4 Remarque

peut numéroter les éléments, ou encore les décrire sous la forme {z, n € N} (quitte a
prendre une infinité de fois la méme valeur pour z,, dans le cas des ensembles finis).

On doit pouvoir prouver que tout ensemble inclus dans un ensemble dénombrable est

fini ou dénombrable. Ainsi Q doit étre dénombrable, mais ce n’est pas au programme.
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I.1.5 Coin culture

R n’est pas dénombrable, P(N) non plus. Il semble alors évident que C,R?,C>®(I, R)
ne sont pas dénombrables (pour le dernier, considérer le sous ensemble des fonctions
constantes...).

1.1.6 Objectif

On souhaite étendre la notion de variable aléatoire a ces variables a valeurs dans un
ensemble dénombrable (le cas fini est traité en lére année). Un des buts est de pouvoir
modéliser le genre de situation suivante :

On joue a pile ou face jusqu’a ce que la piéce tombe sur pile. Quel est le nombre moyen
de coup ? Le probléeme pour l'instant est qu’on ne peut pas borner a priori le nombre de
coups a jouer et donc la variable aléatoire dont la valeur est ce nombre de coup est a
priori & valeurs dans N\{0}.

1.2 Espaces probabilisés
I.2.1 Notation

Siles A; sont des ensembles pour ¢ € N, on note |J A; = {z| Ji € Na € A;} la réunion
€N
de ces ensembles et (| 4; = {z| Vi € Nz € A;} leur intersection.
i€EN
1.2.2 Définition
Soit © un ensemble que 1'on appellera univers. Une tribu sur 2 est un sous ensemble T
de P(€) (les éléments de T sont des sous ensembles de Q) qui vérifie les 3 conditions :

1. QeT
2. VAT A =A=0\A€eT.
3. Si(A4,) e TV alors |J A, €T.
neN
Les éléments de T' (qui sont des ensembles, rappelons le) sont des événements. Le couple
(Q,T) est un espace probabilisable.

1.2.3 En pratique

Q) représente I’ensemble des issues possibles d’une expérience aléatoire et un événement
un ensemble de résultat possibles. Pour reprendre notre jeu de pile ou face, on peut prendre
Q= N\{0} et un événement peut étre “le jeu s’arréte en un nombre pair de coup® qui est
Pensemble {2n| n € N\{0}}.

Bien souvent, 2 n’est pas précisé et sa connaissance n’est pas indispensable au bon
déroulé de I’exercice. On supposera dans ce cas qu'une bonne tribu est choisie.

1.2.4 Proposition
Soit (€2,T) un espace probabilisable.

1. 0eT.
2. Si (Ap)nen €TN (N A, €T. Deplus, (| 4, = U Ag
neN neN neN
Preuve.
Exo! n

1.2.5 Définition
Soit €2 un ensemble et T' une tribu sur 2. Une probabilité sur 2 est une fonction P qui
associe & chaque événement A une probabilité P(A) € [0, 1] avec les contraintes suivantes :

1. P(Q) =1

2. Si (Ap)nen est une suite d’événements incompatibles deux & deux (ie disjoints deux
a deux), alors

+oo
P <U An> =Y P(A,) propriété de o-additivité
n=0

neN

En particulier, toute série de la forme précédente doit converger vers un nombre dans
[0, 1].

Le triplet (2,7, P) est appelé un espace probabilisé. Dans la suite du cours, nous
utiliserons ces notations.

1.2.6 Cas fini

Si on considére une suite (A, ),eny d’événements telle que A,, = () pour tout n > 2, on
retrouve la définition de lére année. Avec un nombre fini de A,, non vide, il s’agit d’'un
propriété démontrée en lére année.

1.2.7 Mais pourquoi des tribus?

Dans le cas ot 2 est fini ou dénombrable, on pourra prendre T' = P(Q2) sans probléme.
Les choses se corsent singulierement si on prend {2 non dénombrable.

Par exemple, on prouve (un “on” qui est bien en dehors du cadre de ce cours), qu’on
ne peut pas poser 2 = [0,1],7 = P(QQ) et la probabilité uniforme naturelle qui vérifie
P([a,b]) = b — a.
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1.2.8 Définition
Avec les notations précédentes :
on dit que (A,)nen est un systéme complet d’événements ssi V(i,5) € N2 i # j =
A, NA; =0 (disjoints 24 2) et |J A, = Q.
neN

1.2.9 Exemple
Reprenons l'exemple du jeu de pile ou face. On pose A,, I’événement : le jeu s’arréte au
n + liéme lancé, ie on a obtenu n fois face avant d’obtenir pile. On pose en plus A_;
I’événement : le jeu ne s’arréte pas.
Alors (Ap)n>—1 est un systéme complet d’événements. Essayons de construire un pro-
babilité raisonnablei
o0
On doit avoir Y, P(A4,) = 1. Il semble raisonnable de poser P(4,) =

n=—1
hypothése faisons nous sur chaque lancé, sur la piece ?)
Alors P(A_1) = 0 est la seule possibilité (calculer la somme des probabilités imposées),
ce qui semble raisonnable.

st (quelle

1.2.10 Définition
Soit A un événement.

1. Si A# (et P(A) =0 on dit que A est négligeable.
2. Si A#£Q et P(A) =1 on dit que A est presque siir.

1.2.11 Exemple
Notre jeu de pile ou face se termine presque siirement.

I.3 Propriétés des probabilités

6. Si (An)nen est un systéme complet d’événements alors P ( U An) =1let
neN

+oo
P(B) = > P(BNA)
n=0

On retrouve le cours de premiére année en prenant un systéme complet fini (tous les
A, sont vides sauf les quelques premiers).

Preuve.
1. Q=Qu0

2. Q=AU A°

3. B=AU(B\A)

4. AUB =AU (B\A)

5. Par récurrence, en partant du cas n = 2 prouvé par le point précédent.
6

. B est la réunion disjointe des BN A,,.

1.3.1 Proposition (Adaptation de la 1lére année)
Soit (Q,T,P) un espace probabilisé. Soient A, B deux événements et (A,)nen une
suite d’événements.

1. P(@)=0

2. P(A°) =P(A) =1 —P(A).

3. Si A C B alors P(A) < P(B).

4. P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) et P(ANB) =P(4) + P(B) —P(AU B).

N N
5. P < U Ak) < > P(Ag) pour tout N € N.
k=0 k=0

1.3.2 Théoréme
Soit (A )nen une suite d’événements.

1. Si (A, )nen est croissante au sens de U'inclusion (Vn € N A,, C A,,41) alors
() - e

2. Si (An)nen est décroissante au sens de l'inclusion (Vn € N A, 1 C A, alors
(UDRERE

Le résultat important est ’existence de ces limites.

Chap 11 : Probabilités




II Calcul de probabilités

Preuve.

Le complémentaire d’une réunion étant l'intersection des complémentaires, contentons-

nous de prouver le premier point.

Supposons donc (A, )nen croissante au sens de 'inclusion. Alors la suite (P(A,))nen €

[0, 1] est croissante et majorée par 1 donc converge.

Pour n € N\{0}, posons B,, = A,\A4,,_1 et By = Ay. Alors les B; sont disjoints
deux & deux (pour imager, B, est ce qu'il manquait & A,,_; pour devenir I’ensemble
A, qui est “plus grand”).

De plus, | Br = A, = U 4. Ainsi U A, = J By et donc P ( U An) =
k=0 k=0

neN neN neN
+oo +oo
2 P(Bn) =P(Bo) + 2, (P(An) = P(dn-)).

n=0
La série est télescopique et converge vers lirf P(A,) — P(Ap), ce qui conclut
n—-+0oo

la preuve. ]
1.3.3 Proposition (Sous-additivité) +oo
Soit (Ap)nen € TV telle que > P(A,,) converge. Alors P ( U An> < Y P(A4,).

n=0 neN n=0
Preuve. "
Pour n € N, on pose B,, = |J Ak qui est une suite croissante d’événements. Alors
k=0
U A, = U B, et d’apres le théoréme précédent, P ( U An> = lim (P(B,)).
neN neN neN n—+too

n
Ainsi <]P’ < U Ak>) possede une limite et on peut passer a la limite I'in-
k=0 neN
égalité 5| de la proposition m (Rappel : I'hypotheése du passage a la limite des
inégalité est seulement 'existence des limites). (]
1.3.4 Evénements négligeables

Si tous les A,, sont négligeables, alors leur réunion ’est aussi.

II Calcul de probabilités

II.1 Probabilités conditionnelles

I1.1.1 Définition-Proposition
Soit B un événement tel que P(B) > 0.

1. Pour un événement A, la probabilité de A sachant B est P(A|B) = P(Hf(g?)
T — [0,1]
A — Pgp(A) =P(A|B)

babilité conditionnelle sachant B.

2. L’application Pp : est une probabilité. C’est la pro-

I1.1.2 Proposition (Formule des probabilités composées)
1. Pour A, B des événements, si P(B) > 0 alors P(AN B) = P(A|B)P(B). Rappe-
lons en plus que P(AU B) =1 —P(AN B)

n—1
2. Si Ay,..., A, sont des événements tels que P ( N Ak> # 0 alors
k=1

P <ﬁ Ak) = ]P(Al) X P(AQ‘Al) X ]P)(A3|A1 ﬂAz) XX P (An|ﬁ Ak)

k=1 k=0

11.1.3 Exemple
Un savant fou choisi dans la salle de classe des cobaye parmi les éleves. Aucune chance
de s’en sortir. Quelle est la probabilité pour qu’il choisisse successivement un gargon, une
fille puis un garcon ?

On cherche P(Gl NFyN G3) = P(Gl)P(FﬂGl)]P(G?,‘Gl N FQ).

I1.1.4 Proposition (Probabilité totales)
Il s’agit de traduire les propriétés des probabilités vis-a-vis de 'intersection en termes
de probabilités conditionnelles.

1. Soit A un événement ni négligeable ni presque stir (P(A) €]0,1[). Alors A, A
forment un systeme complet d’événements et pour tout événement B,

P(B) = P(B|A)P(A) + P(B[A)P(A).

2. Pour (A, )nen un systéme complet d’événements (y compris fini) et B un évé-
nement

+oo
P(B) = ) P(B|A,)P(4,)

n=0

ou l'on convient que P(B|A,)P(A4,) =0 si P(A4,) =0.
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Preuve.
Immeédiat. n

I1.1.5 Exemple
Un site internet a une audience séparée en deux types : les respectueux qui représentent
90% des inscrits et les trolls. Les premiers ont un probabilité de 0.1 de répondre ou
commencer une discussion houleuse sur une journée, les second 0.7.

Un nouvel utilisateur s’inscrit. Avec quelle probabilité participe-t-il a une discussion
houleuse dés le premier jour ? Dans les deux premiers jours ?

Notons T I’événement “le nouvel arrivant est un troll” et D 1’événement
a une discussion houleuse”.

“il participe

P(D) = P(T) x IP(D|T) +PT)xPDT) =4 x H+ 2 x L =4,
Ainsi P(D) = 2} et laréponse a la deuxieme questlon est 1 (2é) =1-31 =181 ~03

(préciser l’hypothese)

I1.1.6 Proposition (Formule de Bayes)
Soient A, B deux événements non négligeables (P(A) > 0et P(B) > 0. Alors

P(B|A) = 53 P(A|B).

I1.1.7 Exemple
Malfagon ou triche organisée ? Toujours est-il que sur les 100 dés a 6 faces produits au-
jourd’hui 25 on une probabilité de 1/2 de tomber sur 6...

On choisi un de ces dés et on le lance. Il tombe sur 6. Avec quelle probabilité est-il
pipé?

Notons S I’événement “le dé tombe sur 6” et T I’événement “le dé choisi est pipé”. On
cherche P(T|S).

On connait P(S|T) =
114311
11 1

A1ns1 P(T|S) =

3, P(T) = 1. Il nous manque P(S) =

P(T)P(S|T)+P(T)P(S|T) =
IP’(T)IF"(S\T) _1

s Tz
I1.1.8 Cas d’application

Généralement I’énoncé donne P(A|B) et P(B). Il faut calculer P(A) par la formule des
probabilités totales.

I1I.2 Evénements indépendants

I1.2.1 Définition

Soient A, B deux événements. On dit que A et B sont indépendants ssi P(A N B) =
P(A)P(B).

II.2.2 Lien avec les probas conditionnelles

Si on suppose P(B) > 0, la condition A et B sont indépendants devient P(A) =
P(A|B). La réalisation de A ne dépend pas de celle de B.

I1.2.3 Définition
Soient Ay, ..., A, des événements. On dit qu’ils sont mutuellement indépendants ssi

= HP(A,)

iel

VI C [1,n]P([") A)

iel
11.2.4 Attention

Trois événements indépendants 2 & 2 ne sont pas forcément mutuellement indépen-
dants.

II.2.5 Complémentaires

Si (4, B) sont indépendants, il en est de méme de (A°, B), (A, B¢), (A%, B°). On peut
généraliser ce résultat & des événements mutuellement indépendants (et mettre des com-
plémentaires ou non ot bon nous semble).

11.2.6 En pratique

L’énoncé supposera tres souvent que certains événements sont indépendants, voire mu-
tuellement indépendants. On pourra alors trés facile calculer des probabilités d’intersection
et de réunion (1 - P) en passant au complémentaire, grace & la remarque précédente.

IIT Variables aléatoires

III.1 Lois
II1.1.1 Définition
1. Une variable aléatoire discréte est une fonction X : & — R ou X () (I’ensemble
des valeurs de X)) est dénombrable ou fini.
2. Si A est un ensemble de valeurs de X, on note (X € A) I'événement “X prend 'une
des valeurs dans A”, c’est & dire 'ensemble X ~1(A).

Chap 11 : Probabilités
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3. Si x est 'une des valeurs que peut prendre X (ie. z € X(Q)), on note (X = z)
I'événement X ~1({x}), c’est & dire “X prend la valeur z”
Valeurs

Le premiére chose a préciser sur une variable aléatoire (en théorie comme en pratique)
est I’ensemble de ses valeurs.

II1.1.2 Théoréme
Soit X une variable aléatoire discréte sur €. Notons {z,| n € N} 'ensemble de ses
valeurs. Alors ((X = z,))nen est un systéme complet d’événements.

Preuve.
1. Sii#j,et we€ Qw e (X =x;)N(X = z;) signifie que X (w) = z; et X(w) =
x; ce qui est absurde.
2. Siw € Q, notons z, = X (w). Alors w € (X = z,).
Ces deux points prouvent que les événements (X = z,) sont deux & deux
incompatibles et que leur réunion est €. [

I11.1.3 Exemple

Revenons a notre pile ou face. Cette fois la piece est truquée et tombe sur pile avec
un probabilité p €]0,1[. On note X le numéro du lancé ou le jeu se fini. Calculer pour
n € N\{0}, P(X = n) ainsi que leur somme.

II1.1.4 Définition
Soit X une variable aléatoire discrete. La loi de X est application

Py {

Avec les notations du théoréme précédent, il s’agit de donner, P(X = z,,), pour tout
n € N.

X(Q) — [0,1)
z — PX=ux)

I11.1.5 Somme

“+0oo
D’apreés le théoréme précédent, la loi de X vérifie > P(X =z,) = 1.
n=0
Réciproquement, on admet que si (pn)nen est une suite de réels positifs telle que
“+o0
> pn = 1, alors on peut trouver une probabilité P sur €2 et une variable aléatoire X
n=0

telles que P(X = z,) = py,.

IT1.2 Loi usuelles
II1.2.1 Répétitions

Considérons une répétition illimité de la méme expérience aléatoire (par exemple on
lance deux dés), et on s’intéresse & un résultat précis que ’on nomme succes (on considére
donc une répétition d’expérience "de Bernoulli”) qui apparait avec une probabilité p €
10, 1[. On suppose les expériences mutuellement indépendantes.

On note X le rang du premier succes. Donner la loi de X.

I11.2.2 Définition
On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi géométrique de parametre p €]0, 1] (on note
X < G(p)) ssi Vk € N\{0} P(X = k) = p(1 — p)*.

En particulier, ’ensemble des valeurs de X est N\{0}

I11.2.3 Proposition
Soit X une variable aléatoire, X — G(p) pour un p €]0,1[. Soient n,k € N\{0}.
P(X >n+EklX >n)=P(X > k).

On dit que la loi géométrique est sans mémoire.

Preuve.
On a au niveau des événements, (X > n+ k)N (X > n) =

P(X >n+k|X >n) = S5gos.

(X > n+k). Ainsi

+oo +oo .
OrP(X >n+k)= Y PX=ntk+1+i) = > p(l—p)"Thti = p(1 -
i=0 i=0

Py = L= p)"
De méme P(X >n) = (1 —p)" et P(X > k) = (1 — p)*. Ce qui conclut. L]

Explication Le fait de savoir que les n premieres expériences ont échoués ne présage
en rien du nombre d’échec ou de succes & venir.

I11.2.4 Exemple
Soit A € R*

Trouver « € R tel que la série >
neN

% converge et que sa somme soit 1.

II1.2.5 Définition
Soit A €]0, +00[. On dit qu’une variable aléatoire X a valeurs dans N suit la loi de Poisson

de parametre A (noté X — P(A)) ssiVk e NP(X =k) = 6_’\%.
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II1.2.6 Cas d’utilisation

On peut utiliser cette loi pour approximer une loi binomiale de parameétre faible (on le
verra dans le prochain chapitre de probabilités), ou pour modéliser une expérience ou les
valeurs de X ont de fortes chances d’étre faible. Nous verrons 'interprétation de A plus
loin dans le chapitre.

II1.3 Variables indépendantes

II1.3.1 Définition
Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes sur 2. On note {x,,| n € N} et {y.n| m € N}
les valeurs possibles de X et Y respectivement.

1. La loi conjointe du couple (X,Y) est la loi décrite par la donnée de P(X
Ym) pour toutes les valeurs de n et m.

=z,,Y =

2. Les lois marginales de la loi conjointe de (X,Y") sont les lois de X et Y.
3. Pour ny € N fixé tel que P(X = z,,) # 0, la loi conditionnelle de Y sachant

(X = zp,) est la loi donnée par P(Y =y | X = zp,)
II1.3.2 Calcul de lois
Notons pour (n,m) € N2, p,,,, = P(X = 2,,Y = y,). ON suppose donc la loi

conjointe connue.

—+o0
1. Pour un n € Nfixé, > ppm =P(X =z,) car (Y = ym))men forment un systeme

m=0
complet d’événements. (On retrouve la premiére loi marginale par somme).
+oo
De méme, pour un m € N fixé, >~ py m = P(Y = ypn).
n=0
+oo 400 400 400
2. Alors > > Dam= Y. D Pam=1
n=0m=0 m=0n=0
. P =ym , X=zn n,m
3. Pour n,m fixés, P(Y =y | X = 2,,) = = S e ) — _pn.

= .
Z Pn,k
k=0

I11.3.3 Exemple
On lance une piéce qui tombe sur pile avec une probabilité p €]0,1[ (et donc face avec
une probabilité ¢ = 1 — p €]0,1[). On note X le rang d’apparition du premier pile et Y le
rang du second.

Donner la loi conjointe. Soient n, m € N\{0}.

— Sin>2malors P(X =n,Y =m)=0.

— Sil<n<m, ]P’(X:mY:m)
p(1 _ p)n 1 =p (1 _p)m—Q.
Vérifions que la somme vaut 1.

=PY =m|X =n)P(X =n) =

400 400 400 m—

ZZHD( —’I’LY m Z m n—1 p(l— ) 1
m=1n=1 m=2 n=1
+o0 foo
=> (m P =p* > m(1—p)m
m=2 m=1

+oo
S a™évalubenz=1—-p
n=0

On re connait la dérivée de f : x — ﬁ =

“+ o0

Ainsi > (m —
m=2
II1.3.4 Définition
Soient X,Y deux variables aléatoires discretes sur €. on dit qu’elles sont indépendantes
ssi Vo,y € X(Q) xY(QP(X = 2,Y =y) = P(X = 2)P(Y = y) ie ssi les événements
(X =z) et (Y = y) sont deux & deux indépendants pour toutes les valeurs possibles de
xety.

I11.3.5 Exemple
Les variables aléatoires de I’exemple|lI1.3.3|ne sont pas indépendantes. Prendre par exemple
PX=2Y=2)=0#P(X =2)P(Y =2

L et tout est bien qui fini bien.

DA =" = e = 5

I11.3.6 Somme de deux lois de Poisson

Soient X,Y deux variables X < P(\) et Y — P(u), indépendantes. On note Z =
X +Y. Calculer la loi de Z.
— Premiérement, Z est a valeurs dans N, comme X et Y.

n n k
= kZ:O]P’(X:IaY:n—k) = kzoe_)‘%e_“

— Pour n € N, P(Z = n) %Z
e AL (N4 ).

Ainsi Z — P(A + p).

I11.3.7 Proposition
Soient X,Y deux variables indépendantes et A C X(Q2), B C Y(2). Alors P((X,Y) €
Ax B)=P(X € A) xP(Y € B).
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Extension des notions de premiéres années On admet que les résultats suivants
sont encore vrais pour des variables aléatoires discretes.

I11.3.8 Proposition
Si X, Y sont des variables aléatoires indépendantes et si on peut calculer f(X) et g(Y)
pour des fonctions f et g alors f(X) et g(Y) sont indépendantes.

II1.3.9 Définition
Soit (X, )nen 1 variables aléatoires discrétes sur 2. On dit qu’elles sont mutuellement in-
dépendantes ssi pour k € N\{0} et i1,...,ir € N, Va; € X;,(Q),...,2; € X;, (QP(X;, =
xpet ... et X; =)= H?d P(X;, = ;).

Autrement dit, on peut calculer toute probabilité d’intersection finie par produit.

I11.3.10 Avec des événements

La proposition s’étend au cas de variables mutuellement indépendantes.

I11.3.11 A retenir

Comme pour les événements, on supposera souvent dans I’énoncé que des variables
aléatoires sont indépendantes. On pourra alors calculer des probabilités d’intersection (et)
par produit.

IV  Fonctions et probabilités

IV.1 Fonction de répartition

IV.1.1 Définition
Soit X une variable aléatoire discréte. On appelle fonction de répartition de X et on note

Fx la fonction
FX : {
IV.1.2 Exemple
Tracer un partie de la courbe représentative de F'x ou X suit une loi géométrique de
parameétre %

R — R
xr — PX <)

83538

0.8750

0.7500

0.5000

IV.1.3 Remarque

Imaginons que 1'on connaisse la fonction de répartition F'x d’'une VA X mais pas sa
loi. Notons X (2) = {z,| n € N} ensemble des valeurs de X ou on a ordonnée les x,, ie
la suite (z,) est croissante.

Alors P(X = ) = Fx(x0) et pour tout n # 0, P(X = z,,) = Fx(zn) — Fx(zn—-1)

IV.1.4 Proposition
Avec les notations de la définition, on a :

1. Fx est croissante sur R.

2. lim Fx(z)=0.
T——00

3. lim Fx(z)=1.

Tr—r—+00

Preuve.

Il s’agit d’utiliser les propriétés de P suivantes : croissance, limite de la probabi-
lité d’une suite décroissante d’événements et limite de la probabilité d’une suite
croissante d’événements. [

IV.1.5 Exemple
En pratique, il est parfois plus pratique de calculer des probabilités de la forme P(X < n),
ce qui revient a calculer la fonction de répartition sans le dire.

Soient par exemple X,Y deux VA indépendantes de loi géométrique de parameétre
p €]0,1] et Z = min(X,Y). Calculer 1 — F

Pour n € N\{0}, P(Z > n) = P((X >n)Nn (Y > n)) =
((1—p))".

On en déduit facilement que Z < G(2p — p?).

P(X > n)P(Y > n) =

Chap 11 : Probabilités
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IV.2 Fonction génératrice
IV.2.1 Une série entiére

Soit X une VA a valeurs dans N (son ensemble de valeurs est un sous-ensemble de N).

Considérons la série entiere Y P(X = n)t". Comme cette série converge absolument
n=0
pour t = %1, son rayon de convergence vaut au moins 1.

IV.2.2 Définition
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N. La fonction génératrice (ou série généra-
trice) de X est la fonction

—+oo
Gx it E(tY) =Y P(X =n)t"
n=0

Gx est définie au moins sur le segment [—1,1], C* sur | — 1,1[ et Gx (1) = 1.

IV.2.3 Remarque

Par unicité des coefficients d’une série entiere de rayon de convergence non nul, la loi
de X est entierement déterminée par la fonction Gx.

IV.2.4 Valeurs manquantes

On convient de poser P(X = n) = 0 pour tous les n qui ne sont pas des valeurs de X.
En particulier, pour une variable aléatoire sur un univers fini Gx est polynomiale!

IV.2.5 Exemple
Calculons les fonctions génératrices pour les lois usuelles.
1. Soit X — B(p) (Bernoulli, p €]0, 1]).
Alors Gx :t+— (1 —p)t" +ptt =1 —p+ pt.
2. Soit X < B(n,p) (binomiale, n € N\{0}, p €]0, 1]).

Alors Gy :t— > (3)p*(1—p)"Fth = (1 —p+ pt)".
k=0

3. Soit X < G(p) (ou p €]0,1]).
La série considérée est > p(1 —p)" 1" =pt > ((1 — p)t)™.
n=1 n>0
Cette série géométrique converge ssi |(1 — p)t| < 1 et donc
1 1 nt

T O T

VtE]— p,ﬂ

Remarquons que le rayon de convergence de la série est ﬁ > 1.

4. Soit X < P(A) (A > 0).

+OO n
Pour t €] — 1,1, Gx(t) = Y. e *21¢n = e M = A=),
n=0 ’

IV.2.6 Exercice
Déterminer la fonction génératrice d’une loi uniforme sur [1,n].

IV.2.7 Théoréme
Si X et Y sont deux variables aléatoires a valeurs dans N et indépendantes, notons
Rx et Ry les rayons de convergence de Gx et Gy respectivement. Posons également
r = min(Rx, Ry)

Alors Gx 4y est de rayon R > r et

Vit E] — ’I“,’I"[ GX—i—Y(t) = Gx(t)Gy(t)

Preuve.
Pour t €]0,7], on pose f; : & — t*. Alors f(X) et f(Y) sont indépendantes (cf
chapitre de probabilités) et donc E(tX)E(tY) = EtXt¥) = E#**Y). Ainsit < R
et on a bien Gxiy(t) = Gx(t)Gy (t).

Deuxiéme méthode. La série produit (de Cauchy) GxGy est de rayon R >
min(Rx, Ry) et pour ¢ €] —r,r|

—+oo
Gx(H)Gy(t) =) cnt"
n=0

ouc,= Y P(X=KPY =n—k)=
k=0
n). n
IV.2.8 Exemple
On peut utiliser ce théoreme pour calculer la loi d’'une somme de variables indépendantes.
1. Soient A, > 0 et X — P(A),YX < P(u).
Alors, pour tout t € R, Gx(t)Gx (V) = ert=Derlt=1 = cQ+m=1) = Gy (1).
Ainsi X +Y — P(A + p) (car la fonction génératrice détermine la loi).

2. Langons deux dés équilibrés a 6 faces et notons X,Y les résultats obtenus pour le
premier et le second dé respectivement.

Donner la loi de X +Y (la somme des deux dés).

Chap 11 : Probabilités
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Ici les lois prennent un nombre fini de valeurs et donc les fonctions génératrices sont
polynomiales.

5
Pour t € R, Gx(t) = Gy (t) = ¢t > t*. De plus X et Y sont indépendantes.
k=0
2 5 2 2 . =
Ainsi Gx4y (1) = 45 (Z tk> = L (142t + 3t + 483 4 5t* + 6> + 510 + 447 + 35 +
k=0
2t9 4+ ¢10). On obtient

% 234567189 101112
_ 1 2 3 4 5 [§] 5 P 3 2 1
P(X=k) |35 |35 13 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

IV.3 Espérance, variance

Explication La notion d’espérance s’étend de maniere naturelle aux variables aléatoires
discrete. Par contre 'existence de 1’espérance n’est pas garantie a priori, vu qu’il s’agit de
la convergence d’une série numérique.

IV.3.1 Définition
Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans X (Q) = {x,| n € N}. On dit que X

est d’espérance finie ssi > 2,P(X = z,) converge absolument.
neN

+oo
Dans ce cas, on appelle espérance de X et on note E(X) le réel > z,P(X = X,,).
n=0

Explication Comme pour le théoréme sur le produit de Cauchy il nous faut ici supposer
la convergence absolue. La raison est hors de notre programme : la valeur de la somme ne
dépend pas de 'ordre dans lequel on calcule celle-ci. En particulier ici, on peut numéroter
les éléments de X (€2) comme bon nous semble sans changer l'espérance (encore heureux!).
En pratique, nos variables aléatoires sont tres souvent a valeurs dans N et l'ordre de
sommation est naturel (mais pas imposé).

IV.3.2 Exemple
On peut définir une loi & valeurs dans N\{0} par ¥n € N\{0} P(X =n) =
série converge et est de limite 1.

Dans ce cas X n’est pas d’espérance finie.

car la

7202

IV.3.3 Définition-Proposition
Soit X une variable aléatoire discréte. Si X2 est d’espérance finie alors X aussi. Dans ce
cas :

1. on appelle variance de X le nombre réel positif V(X) = E ((X — E(X))?) =
B(X?) - B(X)2.

2. on appelle écart-type de X le nombre réel positif o(X) = /V(X).

Si 0(X) =1, on dit que X est réduite.

Preuve.

On suppose X2 d’espérance finieie > 22P(X = z,,) converge. Montrons que Y. |z, |[P(X

neN neN

converge.
P2P(X =1,) si o, =1
P(X = z,,)sinon

Dans tous les cas |2,|P(X = x,) < (22 + 1)P(X = x,,) qui est la somme de
deux TG de séries convergentes et positives. Par comparaison de séries a termes
positifs, X est d’espérance finie. [

Remarquons que pour n € N, |z,|P(X = z,) < {

IV.3.4 Théoréme
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N et G x sa fonction génératrice.

1. X posséde une espérance finie ssi Gx est dérivable en 1 et alors F(X) = G’y (1).

2. X possede une variance finie ssi Gx est deux fois dérivable en 1 et alors

V(X) = G%(1) + Gx (1) — (G (1))*.

IV.3.5 Retrouver les formules

Tout d’abord, on a F(X) = 3020 nP(X =n) et B(X?) = Jio n?P(X = n) (théoréme de
transfert). . "

De plus, on supposant la dérivabilité terme & terme, G’y (t) = JFXO:O nP(X = n)t" ! donc
on a bien G’y (1) = E(X). "

De plus, G% (t) = in(n —1DP(X =n)t"! donc G% (1) = B(X?) — E(X).

IV.3.6 Exemple
Trouvons l'espérance et la variance des lois géométriques et de Poisson.

1. Soit X < G(p) (ou p €]0, 1]).

Gx des DSE sur | — 1%;97 1T1p[ donc est deux fois dérivable en 1.

t 1—(1—p)t)+ptx (1—
De plus, Gx(t) = ﬁ done G (t) = i ((1_’7()1)_p1))t)xz( ) — (1_(1’ip)t)2 donc
BE(X)=1L= %.
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De méme G”(t) = p x (~2) x (—(1 —p)) x (1 - (1 —p)t)~* done G"(1) = 2L0) =
2000 — B(X?) - B(X).

p
Ainsi V(X) = B(X?) — (B(X)? =200 4 11— 1

2. Soit X <= P(\) (A > 0).
Cette fois Gx est DSE sur R donc dérivable deux fois en 1.
De plus G (t) = Aer= et G% (1) = A\2eM—1),
Ainsi B(X) =Gx(1)=Xet V(X) =X+ X=X =\

I1V.3.7 Proposition (Propriétés de 1’espérance)
Soient X,Y deux variables aléatoires discretes sur €.

1. Linéarité. Soient A\, p € R. E(AX + YY) = AE(X) + pE(Y).

2. Positivité : si X > 0 alors F(X) > 0.

3. Croissance. SiVw € Q X (w) < Y(w) (que 'on note X <Y) alors E(X) < E(Y).
4. Si X et Y sont indépendantes alors E(XY) = E(X)E(Y).

Preuve.
1. Admis. on peut appliquer le théoréme de transfert 4 la VA (X,Y) et la fonc-
tion (z,y) — x + y et utiliser le cours sur les séries absolument convergentes.
2. Evident : une série a termes positifs convergent a une somme positive.
3. Conséquence directe (et classique!) des deux propriétés précédentes.
4. Admis. [

IV.3.8 Exemple
1. Ceci est tout a fait en accord avec notre calcul de la loi d’'une somme de deux lois
de Poisson indépendantes.
2. Si X est d’espérance finie m = F(X), alors X — E(X) est une variable centrée ie
d’espérance nulle.

+oo
Alors E(f(X)) = Y. f(zn)P(X = x,). Ainsi Pespérance de f(X) est déterminée
n=0

par la loi de X.

Preuve.
Admis. n

IV.3.10 Exemple
Montrer que 2% est d’espérance finie et calculer son espérance quand X < P(X\).

IV.3.11 Proposition
Soit X une variable aléatoire réelle et a,b € R. V(aX +b) = a?V (X).

IV.3.9 Théoréme (Théoréme de transfert)
Soit X une variable aléatoire discréte et f une fonction définie sur X (Q) = {z,| n € N}

a valeurs réelles. f(X) est d’espérance finie ssi Y. f(z,)P(X = x,) est absolument
n=0
convergente.

Preuve.
On utilise V(aX +b) = E((aX +b)?) — (E(aX +b))? = E(a®?X? 4 2abX + b?) —
(aBE(X)+b)? = a’E(X?) — a*(E(X))? = a?V(X). L]

IV.4 Covariance

IV.4.1 Définition-Proposition
Soient X,Y deux variables aléatoires discretes. Si X et Y admettent un moment d’ordre
2 alors la variable (X — E(X))(Y — E(Y)) est d’espérance finie.

Dans ce cas on appelle covariance de X et Y le réel

cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y - E(Y)))

Preuve.
Il s’agit de montrer que XY est d’espérance finie (les autres VA le sont facilement
quand on développe).

Or |XY| < X? 4+ Y? qui est bien d’espérance finie. "

IV.4.2 Remarque
On a cov(X, X) = V(X).
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IV.4.3 Proposition
Dans les conditions de la définition précédente :

1. cov(X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y).
2. Si X et Y sont indépendantes alors cov(X,Y) = 0.

3. la covariance est bilinéaire et symétrique.

Preuve.
Simple utilisation de la linéarité de 'espérance, en plus de la propriété E(a) = a
quand a est une constante.

Le deuxiéme point est une conséquence directe d’un théoreme du chapitre sur
les probabilités.

La symétrie est évidente, la bilinéarité conséquence simple de la linéarité de
I’espérance. ]

IV.4.4 Proposition
Soit X,Y deux variables aléatoires admettant une variance finie. Alors X +Y est de
variance finie et

VIX+Y)=V(X)+V(Y)+2cov(X,Y)

Preuve.
En effet, V(X +Y) = E(X+Y)?)— (E(X +Y))’ = BE(X?) +2E(XY)+ E(Y?) -
E(X)2 - 2E(X)E(Y) — E(Y?). .

IV.4.5 Exemple
Ainsi pour des variables indépendantes, V(X +Y) = V(X) + V(Y) et plus générale-
ment la variance d’une somme de variables mutuellement indépendantes est la somme des
variances.
Rappelons une application importante, posons (X;);e[1,,] des variables aléatoires mu-
tuellement indépendante de méme loi de Bernoulli de parametre p €]0, 1].
n
Alors S = Y X; suit une loi binomiale de paramétres n et p.
i=1
Or V(Xo) = E(X3) — E(X0)? =p — p* = p(1 — p) et donc V(S) = np(1 — p).
Finissons le rappel par E(S) = nFE(Xy) = np par linéarité de espérance.

IV.4.6 Théoréme (Cauchy-Schwartz)

On a |cov(X,Y)| < /V(X)V(Y)

Preuve.
Soit t € R. Alors V(X +tY) = --- = 2V (Y )+ 2t cov(X,Y) + V(X) qui est de degré
2 (si V(Y') # 0) et positif. Le discriminant est donc négatif. L]

IV.4.7 Définition
Soient X,Y deux variables aléatoires de variance finie et non nulle. Le coefficient de
corrélation de X et Y est

cov(X,Y)

cor(X,Y) = =
V(X)V(Y)

cov(X,Y)
a(X)a(Y)

€ [-1,1]

IV.4.8 Interprétation

L’étude du cas d’égalité dans 'inégalité de Cauchy-Schwartz précédente, permet de
montrer que cor(X,Y) = +1 ssi Y = aX + b pour a,b des réels. De plus, si X et YV
sont indépendantes, cor(X,Y) = 0. On peut “donc” interpréter ce coeflicient comme une
mesure du lien (autrement appelé corrélation) qui existe entre X et Y.

V Etude asymptotique

V.1 Interprétation de la loi de Poisson

V.1.1 Proposition
Soit A > 0.
On considére une suite (X,,),>1 de variables aléatoires telles que X,, < B(n,py)

\ A
ou py, +fzo n

Pour k € N fixé, ona lim P(X, =k) = e A

n—-4oo k!

Preuve.

On cherche & estimer la limite de (})p% (1 — p,)"~*.
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n*. (par produit d’un nombre fixé

fall

Or (Z):mzﬁlj(n*i) ~

n—-+oo
d’équivalents)
De plus, pF ~ AL (encore une fois, k est fixé).
+oo ™
_ n—k _ n _
De plus, (1 —p,) ol (1 —pp)™ car (1 —py) njroo 1.

n)t = er =) — en(=Pntotec(Pn)) = gmAto4ee(l) (avec 2 o(1)

—k

Comme (1 —p

obtenus en remplagant p,, par son équivalent dans le 0). Ainsi (1— pn) A0
(et donc on peut transformer cette limite en équivalent).
Il n’y a plus qu’a effectuer le produit de nos équivalents.. [

V.1.2 En pratique

On peut utiliser une loi de Poisson pour approximer une loi binomiale de parametre
(n,p) dans le cas ot A = np n’est “pas trop grand”.

n=30p=0.10

n =10, p = 0.50

EE Loi binomiale EE Loi binomiale
Bl Loi de Poisson B Loi de Poisson

0.15

0.00

V.2 Loi des grands nombres

Explication L’idée “grossiére” derriere ce théoréme est que si 'espérance (la valeur
moyenne) de X vaut m, alors X ne prend pas des valeurs trop grande par rapport a m,
ou alors avec une probabilité tres faible.

V.2.2 Théoréme (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)
Soit X une variable aléatoire de variance finie.

V(X)
g2

Ve > 0 P(|X — B(X)| > ¢) <

V.2.1 Théoréme (Inégalité de Markov)
Soit X une variable aléatoire réelle a valeurs positives, d’espérance finie.

E(X)

a

Va>0P(X >a) <

Explication On quantifie cette fois I’écart entre X et sa "moyenne". La variance appa-
rait naturellement.

V.2.3 Exemple
On pose S, la moyenne arithmétique de n variables de loi de Bernoulli indépendantes de

n
L3 X
i=
Exemple pratique : on dépouille une urne contenant n bulletins dans une élection a
deux candidats. (X; = 1) est ’événement : le i-éme bulletin est pour le candidat A.
Ici 'indépendance des variables n’est stirement pas respecté dans la pratique. Tant pis,
poursuivons.

Le but est d’estimer p, la proportion de votant ayant choisi le candidat A. Cette
probabilité (théorique) est inconnue au moment de ’expérience.

parametre p. S =

Alors E(S) =pet V(S) = p(lT_p).
S représente la proportion votes apreés n dépouillements indépendants. Alors P(|.S—p| >
£) < p(p—21)_
ne

5%. Comment choisir € ? 1l faut % < -2 soit encore

On veut P(|S — p| > ¢) < c 100

€2 < 20@.
Or p(1 —p) < 1 (étape obligatoire, on ne connait pas encore p) On a donc €2 < %
Ainsi, si on veut une approximation de p & 1% prés, on prend 100 < ‘/‘F’ﬁ soit encore
n > 5.10%.
Attention, on & juste le résultat : la probabilité pour que la fréquence théorique s’écarte

de plus de 1% de la fréquence observée est < %
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V.2.4 Théoréme (Loi faible des grands nombres)
Soit (X;,)n>1 une suite de variables aléatoires deux a deux indépendantes et de méme
loi, admettant un moment d’ordre 2.
n
On pose, pour n > 1, S, = > Xj et on note m = E(X;) 'espérance commune

k=1
aux Xp.

V5>OIE”(

S.
2 m|ze - 0
n n—-+4oo

. Pour un ¢ > 0 fixé, la limite est nulle.

Explication Ce théoréme est la formalisation mathématique d’une idée naturelle.

Je répete n fois la méme expérience aléatoire de Bernoulli (parametre p) sans connaitre
a priori le parametre p (on cherche & estimer une fréquence de maniére empirique, par
exemple pour réaliser un sondage...)

Alors la fréquence moyenne de succes converge vers le parametre théorique p.

Résumé sur les lois usuelles

Nom Notation  Valeurs Loi Fonctions génératrice Espérance Variance
Bernoulli B(p) {0,1} PX=1)=p,P(X=0)=1-p Gx(t)=1—p+pt,teR D p(1—p)
Binomiale B(n,p) [0,n] P(X =k)=(})p*(1—p)F Gx(t)=1—-p+pt)",teR np np(1l — p)

Géométrique G(p) N\{0} P(X = k) =p(1 — p)kkfl Gx(t) = =kt €] — 55 15 5 2
Poisson P(A),A>0 N P(X =k)=e % Gx(t) =D t e R A A
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