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I Continuité

On fixe deux entiers naturels p,n > 1 qui valent 1,2 ou 3 en pratique.

I.1 Notions de topologie

1.1.1 Définition
Soit r € [0, +o0[ et Xy € RP

1. La boule ouverte de rayon r et de centre Xg est B(Xo,7) = {X € R?| || Xo—X|| < r}.
2. La boule fermée de rayon r et de centre Xg est B(Xg,r) = {X € RP| || Xo—X]|| < r}.

I1.1.2 Tllustration
Lien avec la forme du domaine de convergence d’une série entiére.

1.1.3 Définition-Proposition
Soit A une partie de RP. Les propositions suivantes sont équivalentes.

1. il existe Xo € RP et r > 0 tels que A C B(Xy,7).
2. pour tout X, € RP il existe r > 0 tel que A C B(Xo,r).
3. il existe M € RT tel que VX € A || X|| < M.

Dans ce cas, on dit que A est une partie bornée de RP?.

Preuve.
— 1 = 2. On note Xy et ry les objets dont I’existence est assurée par 1.

Soit X; € RP. On doit trouver r; > 0 tel que A C B(X;yr;). Or, pour X € A
on a déja | Xo — X|| < ro.

Alors [[X1 — X|| = X1 — Xo + (Xo — X)|| < X1 — Xol| + [|Xo — X|| =
|IX1 — Xol|| + ro. Comme || X7 — Xo|| ne dépend pas de X, on peut poser la
constante 71 = || X7 — Xo|| + 7o qui convient.

— 2 = 3. Il suffit d’appliquer 2 & Xy = Ogrs et alors M = r convient.
— 3=1. De méme, Xy =0 et r = M + 1 conviennent. ]

1.1.4 Exemple
Toute boule ouverte ou fermée est bornée.

A= {(z) € R?*[ 1 < 2” + ¢ < 4} est bornée, B = {(;) € R?| |x| < 1} n'est pas
bornée.

1.1.5 Définition
Soit A une partie de RP.

1. On dit que A est une partie ouverte de R? (on dit aussi que A est un ouvert) ssi

VXo € A3r >0 B(Xy,r) CA

2. On dit que A est une partie fermée de R? ssi A (son complémentaire) est une partie
ouverte.

1.1.6 Exemple

Toute boule ouverte est un ouvert.
Toute boule fermée est un fermé.
Une couronne ouverte, RP sont des ouverts.

Le demi-plan y > 0 est un ouvert.

1.1.7 Interprétation intuitive

Dans un ouvert A, on peut toujours se placer “suffisamment proche” d’un point et
rester dans A. Trés pratique pour parler d’une fonction définie sur A.

Une premiére approche est de voir que pour un ouvert la “frontiere” est exclue alors
qu’elle est inclue dans un fermé.

1.1.8 Définition
Soit A une partie de RP et Xy € RP.
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2 I Continuité

1. On dit que X, est un point intérieur & A ssi Ir > 0 B(Xy,r) C A. En particulier
Xp € A.

2. On dit que Xj est un point extérieur a A ssi Ir > 0 B(Xy,r) C RP\ A. En particulier
Xo ¢ A et X est un point du complémentaire de A.

3. On dit que Xy est un point adhérent a A ssi Vr > 0 B(Xo,r) N A # (). Cette fois on
a pas forcément Xg € A. Par contre X n’est pas extérieur a A.

4. On dit que Xy est un point frontiere de A ssi X est a la fois adhérent et pas intérieur
a A, ou encore pour tout r > 0, la boule ouverte B(Xy,r) a un intersection non vide
avec l'intérieur et 'extérieur de A.

I1.1.9 TIllustration graphique

Tracer les différents ensembles pour A la boule unité qui ne contient qu’une demi

frontiere : A = B(0,1) U{(;) ER? y=0eta?+y* =1}

1.1.10 Proposition
Soit A une partie non vide de RP. On note B = RP\ A le complémentaire de A. Soit
Xo € RP

Xo est intérieur a A ssi Xg n’est pas adhérent a B.

X est adhérent & A ssi Xy n’est pas intérieur & B.

A est ouvert ssi tout point de A est intérieur a A.

A est fermé ssi tout point adhérent a A est un point de A.
Tout point de A est adhérent a A.

Tout point intérieur a A est un point de A.

AR A S

Preuve.
Simple jeu avec les définitions. Bon exercice théorique pour vérifier la connaissance
de celles-ci. L]

1.2 Fonctions continues
I.2.1 Représentation graphique

On considére une fonction f: A — R ot A C R%. Alors on peut considérer I’ensemble

des points de 'espace vérifiant ’équation z = f(z,y). Il s’agit de la surface représentative
de f.

1.2.2 Définition
Soit A une partie de R? et f : A — R". Soit £ € R™.

1. Soit @ un point adhérent & A. On dit que f admet ¢ comme limite en a ssi

Ve>0da>0WezeA|z—al| <a=|f(x) - <e

Il faut comprendre ||z — a|| comme la norme dans R? et || f(z) — ¢|| comme la norme
dans R".

2. Soit a € A. On dit que f est continue en a ssi

Ve>0da>0Wr e A|z—al| <a=|f(x)— fla)|| <e

f est continue sur A ssi f est continue en tout point de A.

1.2.3 Théoréme
Soit f: A— R"™ ou A C RP.

1. On note f = (f1,..., fn) les fonctions coordonnées de f. f est continue (en un
point ou sur A) si et seulement si toutes les f; sont continues.

2. Une somme de fonctions continues est continue, le produit d’une fonction conti-
nue par un réel est continue (C(A,R™) est un R-espace vectoriel)

3. Si n = 1 (fonctions a valeurs réelles), le produit de deux fonctions continues
est encore continue. L’'inverse d’une fonction continue qui ne s’annule pas est
continue.

4. Soit g : U — R™ telle que f(A) C U. Si f et g sont continues alors gof : A — R™
est continue sur A.

Preuve.
Reprendre les preuves de lere année en adaptant les notations. [

1.2.4 Exemple
On considére des fonctions de deux variables.

1. (x,y) =z est continue sur R?
2. (z,y) — y est continue sur R?

3. (z,y) —a? 4+ zy + 3zy* est continue (par produits et sommes) et plus généralement

toute fonction polynomiale en z,y est continue.

4. (z,y) + sin(zy) est continue sur R? par composition.
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1.2.5 Applications partielles

Soit A CRP, a = (a1,...,ap) € A.
Les application partielles de f en a sont les fonctions f, ; : t — f(a1,...,a;-1,t,@it1,. ..
(on fixe toutes les variables sauf la iéme) définie partout ou c’est possible.
SI f est continue en a alors toutes les f; sont continues en a;. La réciproque est fausse,
R? — R
{+ si (2,y) # (0,0)

on peut montrer que f : n’est pas continue en

(0) 0'si (2,y) = (0,0)

(0,0) pourtant les deux applications partielles sont nulles donc continue sur R.
Indication : On se place sur I'arc paramétré x(t) = t,y(t) = t* et on fait tendre ¢

vers 0 : on se place arbitrairement prés de (0,0) mais f prend des valeurs arbitrairement

grande.

1.2.6 Théoréme (Image d’un fermé borné)
Soit A C RP fermée et bornée et f: A — R"

1. Si f est continue sur A, alors f(A) est une partie fermée et bornée de R™.

2. Sin=1et que f: A— R est continue, alors f est bornée et atteint ses bornes :

nf (/@) = min(f(2)) et sup(f()) = max(7())
Preuve.

Totalement hors programme.
Posons B = f(A). On veut montrer que B est bornée. Par 'absurde, supposons
que B n’est pas bornée

— ¥n € N\{0} Ty, € B |lyn|| = n.
On peut ainsi créer une suite (y,) € B telle que ||yyl| —+> +o0. Or, par
n——+0oo

définition, chaque y,, posséde au moins un antécédent dans A. On en choisit un
que l'on note z,,. Alors (x,,) est une suite d’éléments de A qui est borné et on
peut alors (théoréme de Bolzano-Weierstrass, appliqué p fois successivement),
extraire une suite (2,(,)) qui converge vers x € R”.

— Montrons que le fait que A est fermé implique que x € A. Déja, x n’est pas
extérieur a A car si on avait r > 0 tel que B(z,7) N A = 0 alors ||z, — x| > r
pour tout n ce qui contredit z,, — x. Ainsi x est adhérent a A d’apres [.1.10]
D’apres cette méme proposition et comme A est fermé, x € A.

— Maintenant on a (z,(,)) € AY qui converge vers x € A et comme f est
continue, f(z,(n)) 2 () € B. En posant y = f(z) on a deux choses :
oo

,ap)

1yl s 400 par construction et ||yl 2 |ly|| par continuité de la norme
(cette continuité est vraie par produits, sommes puis composition par Na ).
— Contradiction

Ainsi B est borné. Montrons maintenant que B est fermé, c’est a dire que tout
point adhérent de B est un point de B.

Soit b adhérent & B. Pour n € N on a donc (avec r = H%H dans la définition)
B(b, n%rl) N B # (). Notons b, un élément de cette intersection. On a construit une

suite (b,) d’éléments de B telle que Vn € N ||b, — b|| < n%rl et donc b, 2 b.

Comme précédemment, on construit une suite (a,,) telle que f(a,) = b, pour tout
n et on en extrait une suite qui converge vers a € A. Alors par unicité de la limite,
b= f(a) et donc b € B.

Finalement, B est bien fermé en plus d’étre borné. [

1.2.7 Remarque

Il s’agit de la version plusieurs variables du théoreme important : I'image d’un segment
par une application continue est un segment.

1.2.8 Exemple -
Voici des exemples de parties fermées et bornées : B(a,r), [a,b] X [c,d].

II Dérivées partielles

Ici, pour simplifier la rédaction, on fixe p = 3, il suffit d’enlever une variable pour
retrouver le cas d’une fonction de deux variables.

II.1 Dérivabilité
I1.1.1 Définition

Soit f : { vo=
(x,y,2)
rieur a U.

On dit que f posséde une dérivée partielle par rapport & x en a = (o, %o, 20) Ssi
Papplication partielle  — (z,yo,20) (qui est définie sur un intervalle centré en = car
a est intérieur) est dérivable en xg. Ce nombre dérivé est alors noté %(zo,yo,zo) ou
alf(any()?ZO)' )

On définit de méme % et %.

R™ R . e
! ou U C RP. Soit a = (ap, Yo, 20) un point inté-

($7 y7 Z)
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II  Dérivées partielles

I1.1.2 Remarque

1. 1l s’agit toujours de se ramener a une fonction d’une variable, en fixant les autres
au point qui nous intéresse.

f(zo+h,yo,20) = f(z0,Y0,20)
h

2. (g zg) = lim -
Bm( 0> %0, 20) ey

I1.1.3 Attention

Méme si f est définie sur une partie fermée, on ne parle de la dérivabilité qu’a l'intérieur
de A. On pourra rencontrer des fonctions continues sur B(0,1) et dérivable seulement sur
B(0,1).

I1.1.4 Exemple
Calculer les dérivées partielles, si possible, pour :
1. f:(z,y,2) — sin(2zy — yz).
2. fi(z,y,2)—
I1.1.5 Définition

Soit U un ouvert de R? et f : U — R™. On dit que f est de classe C' sur U ssi f posseéde
3 (ou 2) dérivées partielles sur U et que ces fonctions de 3 (ou 2) variables sont continues.

(2%y + 2,22 — y? + x2)

I1.1.6 Exemple
Les fonctions précédentes sont de classe C! sur R®

I1.1.7 Définition
Soit U C RP un ouvert et f: U — R (remarquez le cas n = 1). Si f possede des dérivées

—
partielles en (z,y, z) € U, le gradient de f en (z,y, z) (noté grad f(x,y, z)) est le vecteur

d ) )
(di(x Y,z ),%(I,y,Z),afi(l',y,Z)).
En physique, le gradient est parfois noté V f

I1.1.8 Exemple
Calculer le gradient de la premiére fonction de 'exemple précédent. Attention a ne pas
confondre avec les vecteurs obtenus en dérivant (partiellement) une fonction avec n > 1.

II.2 Taylor-Young

Cette fois, on énonce les théoremes dans le cas n = 2, pour simplifier I’écriture.

II.2.1 Théoréme
Soit f: U — R™ un fonction C!, ot U est un ouvert de R2. Soit (x¢,y0) € U. Pour
(h, k) de norme “assez petite”

= 7(z0,u0) + 9L (0, 0) + Kt (z0,u0) + 1))

f($0+h7y0+k) ay

(h,k)— (00(

Preuve.
Admis.
I1.2.2 Le petit o

p(h,k)

— Ogn.
TR (k1) 0,00)

11 s’agit ici d’une fonction de 2 variables ¢(h, k) telle que

11.2.3 Exemple
Ecrire la formule dans le cas de 3 variables.

I1.2.4 Corollaire
Une fonction de classe C! est continue.

I1.2.5 Casn=1

Dans le cas ou f est a valeurs réelles, on obtient

= f(20,%0) +

ou encore, en notant Xo = (zo, yo),

f(X) = f(Xo) +

o+ hyyo + k) (grad f(z0,90)|(h, k) + o[| (B, K.

(grad(f)(Xo)|X — Xo) + o([| X — Xo)

11.2.6 Proposition (Composition)
Soit f : U — R™ (U ouvert) et g : t — (x(t), y(¢)) une fonction définie sur un intervalle
I et a valeurs dans U.

Si f et g sont de classe Ct, alors ¢ = fog:t f(z(t),
ITetpourtel

y(t)) est de classe C* sur

of

u(t) +9 (O @

() = ' (t) 5 ((t)y (=(t),y(1))
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II Dérivées partielles 5

Preuve. 11.2.10 Exemple
Il s’agit d’appliquer la formule de Taylor-Young & ¢(t+h) = f(z(t+h),y(t+h)) = Soit f: R? — R" (variables notées z,y) de classe C'. Calculer les dérivées de ¢ : (,0)
£ (t) + ha'(£) + o(h), y(t) + hy/(£) + o(h)). 7 cos(6), rsin(0)).

On lit la valeur de ¢'(t) comme facteur de h, d’apres le cours de premiére année On trouve ZZ(r,0) = cos(0)3 of ~(rcosf,rsind) + sin(@)%(r cosf,rsinf) et %(n 0) =
(car ¢ est une fonction d’une variable). _r sin(Q)ﬂ(r cos 0, 7sin ) + 1 cos(6) 2 af (T cos ), 7 sin 0)

Or (t+h) = f(w(t), y(t)+(ha' (t)+o(h)) 5 (x(t), y(t))+(hy' (t)+o(h)) 5L (w(t), y (1)) + o
o([[h(a'(t) + o(1),y(t) + o(1))]]). I s’agit maintenant de regrouper les différents 0 11,911 Dérivées d’

qui sont soit des o(h) soit des fonctions négligeables devant o(h), pour obtenir le
résultat voulu. - Comme pour les fonctions d’une variable, on peut évidemment continuer & dériver des

dérivées partielles si elles sont encore dérivables.
La notation est la suivante :

ordre supérieur

cos(t)

sin(t)

(évolution d’un champ scalaire le long du cercle unité).

I1.2.7 Exemple
On considere f : R2 — R de classe C' et g : t — (

). Calculer la dérivée de f o g.
or _ 0 05 0
0xdy Oz 0y’ Ox?

11.2.12 Exemple

; 2.2
I1.2.8 Proposition (Composition, changement de variables) Soit f: (z,y,z ) — zarctan(y” + 2°).

On considere f: U — R™ et g: V — RP ot U est un ouvert de RP et V' un ouvert de Calculer fz et adz 81;
R™. Si g(V) C U et que les fonctions f, g sont de classe C* alors f o g est de classe C*
sur V.
Si on note f : (ul,.... ,Up) > f(ulz...7up) et g: (331, ey Tn) »—)lg(xl, ey T) €t I1.2.13 Théoréme (Théoréme de Schwarz)
g =(9g1,-.-9p) les fonctions coordonnées, alors f o g dépend des variables x1, ...,z %f %f

t e[L,m]etacV Si f est de classe C? sur un ouvert U de RP, alors aeis = s (et de méme avec
et pour i ,m] et a

df o g 59;
6xi Z 811 8u] (9(a))

toutes les autres variables éventuelles).

II.3 Equations aux dérivées partielles
11.3.1 Exemple

Preu,w'a. . ) ) On souhaite résoudre I’équation % — ﬂ = 1. Pour cela on effectue le changement de
OI} d?nve par ,rapport a une seule variable, que I'on peut noter ¢ et on applique le (. i 1104, — o4 tyv=z—y.
théoréme précédent. . On a donc z = *F¥ y = “5%. Ceci revient a poser une nouvelle fonction g(u,v) =
P2, 02) = f(a, )’
I1.2.9 En pratique Ainsi 99 (u,v) = 18 (u,v) - %g—;;(u,v) = 1. Ainsi g est une fonction constante si on
Pour appliquer cette formule, il faut soit utiliser la notation d;,d, ou alors bien diffé- ne considére que la variable v. Donc g(u, v) = § + K(u) olt K est une fonction de classe
rencier la maniére dont on note les variables des fonctions en jeu C! qui ne dépend que de la variable u.
Soit f une fonction C' de deux variables notées o et 3 dans cet ordre. Finalement, les solutions sont de la forme f(z,y) = 5% + K(z + y).
. . 7 . 1
On note ¢ : (z,y) — f(u(z,y),v(x,y)) une fonction composée de fonctions C'. Alors 11.3.2 Exemple
%) Ou of v of Chercher les solutions f de classe C* sur ]0, +o0o[xR vérifiant (E) : xax + yaf = % Pour
%(x, y) = %(x, y)%(u(w, y)v(z,y)) + %(x, y)%(u(x, y)v(z,y)) cela on pourra passer en coordonnées polaires.
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IIT Extremas

On pose x = rcosf,y = rsinf. avec r €]0,4+o0[ et § €] — F,Z[. On a alors r

Va2 +y? et § = arctan(¥).

On pose g(r,0) = f(z,y) = f(rcos,rsind). Alors %(r, 0) = cos 9%(7", 0)+sin 9%(7", 0).

Ainsi (E) devient r% = tan(f) ou encore % = Ltan(6).
Ainsi g(r,0) = In(r) tan(#) + K(6) ot K est une fonction C' sur | — %, Z[.
Finalement, f(z,y) = In(z? + )% + C(%). o C est une fonction C*
11.3.3 Exercice
y

Résoudre ’équation précédente par changement de variable u = et v = .
11.3.4 Exemple ) )
On considere I’équation de la chaleur gxéc = c% %t{ . ¢ est une constante strictement positive
représentant une vitesse de propagation. On travaille sur R2.

Résoudre en posant u = = + ct et v = x — ct et calculer la dérivée d’ordre 2 croisée.
On a donc g(u,v) = f(x,t) = f(L2, L)

y 2 2
9%g

5e0- = 0 et donc g—z = K(u) et finalement g(u,v) = Ki(u) + Ka(v).

II1 Extremas

III.1 Points critiques

Cette fois on suppose p = 2 pour alléger les notations. On peut tout a fait généraliser.

I11.1.1 Définition
Soit f : A — R une fonction & valeurs réelles et A C R2. Soit ag = (z9,%0) € A. On dit
que f posséde un maximum local (resp. minimum local) ssi il existe un r > 0 tel que

V(.’E,y) € AﬂE(aO,r) f(xvy) < f(‘r()?yo)

(resp. f(z,y) = f(z0,90))-

I11.1.2 Exemple
Tracer la surface représentative de f : (z,y) — /1 — 22 — y2. Maximum local en (0,0).

Minimum locaux sur le cercle unité.
II1.1.3 Définition
Soit f : A — R une fonction & valeurs réelles et A C R%. Un point a intérieur a A est

—
appelé point critique de f ssi grad f(a) = 0 (toutes les dérivées partielles s’annulent
simultanément)

I11.1.4 Exemple
1. Cas des fonctions numériques : f : x — 3.

2
2. Soient a,b > 0. Trouver les points critiques de f : z +—> z—z + %

II1.1.5 Proposition
Soit f : A — R une fonction & valeurs réelles et A C R2. Soit a € A.
Si f possede un extremum local en a alors on est dans I'un des deux cas :

— a est sur la frontiere de A

— a est intérieur & A et alors a est un point crique de f.

Preuve.
Notons a = (zo,¥o). On considere I'application partielle f,, : x — f(z,yo).

Si a est a lintérieur de A, alors f,, est dérivable sur un intervalle ouvert et
admet un extremum en xy qui n’est pas une borne. Donc sa dérivée s’annule en x(

ie %(a) =0.
On raisonne de méme pour chaque dérivée partielle. [
IT1.1.6 Exemple
A=B(O,1) et f:(z,y)— x2+ 2>
II1.2 Matrice hessienne
II1.2.1 Théoréme (Taylor-Young, ordre 2)
Soit f € C*(U,R) ou U est un ouvert non vide de R?. Soit (xg,y0) € U et (h, k) € R?
tel que (zg + h,yo + k) € U.
0 0
o + o+ ) =F o, o)+ 5 (oo, o) + K5 0,00+
1 o f 0*f 0 f
e 2hk k=
91 < 92 (x()vyO) + 81‘8?] (l'anO) + 822/ (xO,yO)>
+ 0o(h? + k?)
Il faut comprendre ce 09 comme représentant une limite quand (h, k) — (0, 0).
Preuve.
Admis [

Chap 16 : Fonctions de plusieurs variables
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II1.2.2 Définition
Soit f € C3(U,R) ot U est un ouvert non vide de R2.
Soit (zg,y0) € U fixé. La matrice hessienne de f au point (xg,yo) est la matrice

9?2 92
a?i (0, %0) Wafy (%0, v0)
9?2 92
awafy (x()’yo) 325(3707%)

II1.2.3 Réécriture de la formule de Taylor

R Ly h .
On se place dans le méme cadre que le théoréme, on note X = ( ) et H la matrice

k

hessienne de f en Xg = <§O>.
0
On a alors

F(Xo +X) = F(Xo) + (X] grad f(Xo)) + 3 XHX +oo((|X|)

I11.3 Etude des extrema

II1.3.1 Cas d’un point critique

On se place dans le cadre ou f possede un point critique en Xg fixé.

On a alors Mf(Xo) = 0. Ainsi f(Xo + X) — f(Xo) = 2XHX + oo(|| X|?) et
f(Xo+ X) — f(Xp) est du signe de %tXHX quand X est au voisinage de 0.

Réduisons la matrice H (qui dépend de Xj...) : il existe P € O3(R) et D = diag(A, i)
telles que H = PDP~!.

Alors pour X € R?'XHX = (P7'X)DP'X = X'DX’ = \h'? + pk'%.

Ainsi f(Xo + X) — f(Xo) est du signe de A\h/? + pk’ pour h, k (ou h', k') “proche” de

0.
Cas A\, u >0 : f atteint un minimum local en Xj.
Cas A\, <0 : f atteint un maximum local en Xj.

Cas )\, i1 de signes stricts opposés : f n’a ni maximum local ni minimum local en Xj.
On a un point selle ou point col en Xj.

Cas \up=10

: on ne peut pas conclure a priori. Il faut calculer les deux valeurs propres.

Remarquons que det(H) = Ap et tr(H) = A+ p. Ainsi on pourra distinguer les 4 cas
précédents sans connaitre A ni p.

II1.3.2 Théoréme
Soit f € C2(U,R) o U est un ouvert non vide de R2. Soit Xy € U un point critique
de f.

Notons également H la matrice hessienne de f au point Xj.

1. Si det(H) > 0 alors f posséde un extremum local en Xj.
(a) sitr(H) > 0, il Sagit d’'un minimum.
(b) sitr(H) < 0, il s’agit d’'un maximum.

2. Si det(H) < 0, alors f n’a ni minimum local ni maximum local en X, (point
col).

3. Si det(H) = 0, on ne peut pas conclure a priori, il faut faire I’étude autrement.

R?2 — R
z,y) = oty (2 -y)?
Tout d’abord, f est de classe C2 sur 'ouvert R? en tant que fonction polynomiale.

— Pour (z,y) € R?, %(m,y) =42% - 2(z —y) et g—i(x,y) = 4y3 +2(z — y).

. Trouvons les éventuels extrema.

I11.3.3 Exempl
Considérons f : { (

grad f(z,y) =0 <

4a% —2(x —y) = 32—y =
x®—=2(x—y)=0 — da° —2(x —y) =0
4y +2(x—y) =0 P +yP=0

{4:173 —4x =0
<~

y=—x

On a trois solutions : A = (0,0), B=(-1,1), C =(1,-1).

— Calculons maintenant la hessienne au point (z,y) € R?

1222 — 2 2

— 2(x*—1)=0ecty=—2

En A, H(A) est de rang 1. On ne peut pas conclure a priori. Or f(0,0) = 0. De
plus, f(z,2) = 2z* > 0 pour = # 0, f(x, —z) = 22* — 42 = 22%(2? — 2) < 0 pour

x €] — %, 3. Nl n’y a donc pas d’extremum.

272

10 2
2 10
minimum local en ces deux points, qui vaut f(B) = f(C) = —2.

En Bet C, H = < > det(H) = 96 > 0 et tr(H) = 20 donc f posséde un

Chap 16 : Fonctions de plusieurs variables



8 IIT Extremas

Rx]0,400[ — R
(z.y) — yla®+(n(y))?)
f est C? sur son ensemble de définition par produits et somme. De plus, pour z €
R,y >0, %(z,y) = 2zxy et g—g(x,y) =22+ (In(y))? +y x 2% In(y) = 22 +In(y)(In(y) +2).
Les points critiques de f sont (0,1) et (0,e2).
En (0,1), f(0,1) = 0 qui est clairement un minimum global. En (0,e~2), f(0,e72) =
—2

I11.3.4 Exemple
Etudier les extrema de f : {

4e
. . 2y 2z 9 .
Calculons la matrice hessienne. H(z,y) = 9p ol L 2 En (0,e™%) on obtient
Yy Yy
2e~2 0 , . S .. . .
0 962 de déterminant —4 < 0. f n’a ni minimum local ni maximum local en ce
point.

Chap 16 : Fonctions de plusieurs variables



	ContinuitÃ©
	Notions de topologie
	Fonctions continues

	DÃ©rivÃ©es partielles
	DÃ©rivabilitÃ©
	Taylor-Young
	Equations aux dÃ©rivÃ©es partielles

	Extremas
	Points critiques
	Matrice hessienne
	Etude des extrema


