TD 12 : compléments sur les relations de récurrences 1/2?

Exercice 1

Résoudre les relations de récurrence suivantes :

1.

2.

VnGNanH:Q(STﬂl)anetao:l
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.VneNayys = n‘—éan en fonction de ag,a; € R.
. . -1
. On fixe k € N\{0} un nombre impair. ¥n > k a,, = gz -2 et ag,...,ar—1 = 0.
Que se passe-t-il si k est pair 7
; ou : _ 1 _2 o 2x1 o
Correction 1. Brouillon : on a a1 = 55700, a2 = 55301 = 552743 PUis az =
Ix2x1
23x1x3%x5"
n
X o X o (2n)! _ (2n)!
On calcule classiquement A]:[l 2k +1) = 550557 = 5T

L’astuce ici est de multiplier et diviser par 2 x 4 x --- x 2n et factoriser cette
quantité n fois par 2.

Montrons par récurrence que Vn € N a,, = % = ﬁ

C’est clairement vrai pour n = 0 puis, pour n fixé,

(n!)? n+1 (n+ 1) (n+1)1?

2n) “2@2n+1) T @n)x2@ntVm+l) (2n+2)

ce qui prouve I'hérédité puis la propriété annoncée d’apres le principe de
récurrence.
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. Cette fois on trouve a,, = S = (_41)(71(32)!

. Remarque : cette fois la relation relie a,,+2 a a, et on va donc trouver une

expression pour les termes d’indices pairs et une expressions pour les termes
d’indice impairs.
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p _ =1 _ =11 _ -1
On a ax = Srao, as = 75 a0, @6 = 5~ 7 5 4o
- _ 0t (e
On doit trouver pour n € N, ag,, = 525 = “5a,
(=)™ _ (=1)"2™n!
XX (2n+1) = (2n+1)! -

De méme agp+1 = 7

. On a directement a;41 = 0 = ap43 = ... et donc pour tout p € N, apyop+1 =

0.

11 reste les coefficients de la forme a2, ot p € N a calculer.

_ -1 _ (=1)* _ (=1)*
On a dpvz = Ggp—p@h, Gt = T (27 ) — DR DR)
en factorisant chaque terme, ce qui semble étre une bonne idée.
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Ok+6 = Gx (2k16)xAx (2k+4)x2x (2k+2) °
il semble que

Voyons :

(=1r
2p X o XA X 2% (2k+2)x ... (2k+2p
(=nr
e ar
wpl x 22(k+1)...(k+p) "

_(ueml
~ wplp+ kN

Qft2p = ) ag

Il reste a prouver notre conjecture par récurrence. Le coeur du calcul est
-1 (-1)PK -1 (—DPK! 1 (—1)Pk!
(k+2p+2)7—k2 2ppl(p+k)! — (2p+2)(2k+2p+4) 2Ppl(p+k)! — 4(p+1)(pTk+1) 4Ppl(p+k)!
qui, apres avoir complété les factorielles, est bien notre expression en rempla-
cant p par p+ 1 (remarquer que le k! du numérateur est indépendant de p et

que la récurrence parte sur p).




