Exercices de révision, analyse

PTSI : suites, continuité, dérivabilités
Exercice 1
Pour z € R" et n € N on pose f,(z) = In(1+ 3z + z2").
1. Montrer qu'il existe un unique réel positif a,, tel que f,(a,) = 1.
Montrer que 0 < a,, < 1 pour tout n.
Calculer ag, a1, as.

Déterminer le signe de f,+1(x) — fn(x) pour z € [0, 1].

St N

Etudier la convergence ainsi que ’éventuelle limite de (ay,)nen-

Correction 1. La dérivabilité sur RT ne pose pas de probléme particulier. ;
Pour x > 0 5
+nx
!
T)=—"—"——>
f(@) 1+ 32z +2an

Ainsi f est strictement croissante. De plus, f(0) =0 et f(z) 2 +00. Comme
(o)

f est continue, elle prend au moins une fois la valeur 1 d’aprés le théoréeme
des valeurs intermédiaires et la stricte monotonie prouve I'unicité.

2. On sait que f, est strictement croissante et f,(0) = 0 < 1 = f,(ay,) donc
0 < ap. De méme, f,(1) =In(5) > 1= f,(an) et donc 1 > a,.

1
e —2 _
3 = ag.

Pour n =1, on résout In(1 + 4x) = 1 pour trouver a; = 61;1

Pour n = 2 onrésout In(z?+3x+1) =1 <= z2+3z+1 = e'. Le discriminant
—3++V/5+4el
2

3. Onrésout In(2+32) =1 < 2+ 3z =¢! <= =

vaut 9 — 4(1 — el) = 5+ 4e! et les deux solutions sont . L'une est

clairement strictement négative, donc as = @.

4. Pour z € [0,1], 2" < 2™ donc 1+ 3z + 2" < 143z + 2™ et par croissance
de In, fr11(2) < fu(2) ie for1(x) — fu(z) <O.

5. D’apres la question précédente, fni1(an+1) < fu(ant1) ie 1 < fu(any1) ou
encore fn(an) < fot1(an).
Par stricte monotonie de f, a,, < a,41. Ainsi (a,,) est croissante. De plus, (a,)
est majorée par 1 donc (a,,) converge vers une limite finie notée £ € [ao, 1].
Pour déterminer ¢, on tente de faire tendre n vers +oo dans la relation de

définition : f,(a,) = 1.
On a 1+3ay, e 1+3¢. De plus, a” = (@) Tl y a deux cas. Si £ €]0,1] (ie
n—-+0o0o

¢ < 1), alors In(ay,) s In¢ < 0 et donc a) s 0. Alors f,,(ay) e In(1 + 3¢)

et donc In(1 + 3¢) =1 c’est & dire £ = %

Sinon, £ =1 et la limite nIn(a,) est indéterminée, mais on doit avoir a +—>
o0

el =1 -3¢ =e' —4 <0 ce qui est impossible.

el—1

Finalement, ¢ = <

Exercice 2
us

1. Montrer que Yz > Oarctan(z) + arctan(L) = 5.

3 o

2. En déduire la limite en +oo de =,

zi j—
arctan(z)

Correction 1. T.

T

x —
arctan(z) ~  Z—arctan(l)

la limite cherchée vaut %

2. On a arctan(z) = 5 — arctan(1) pour z > 0.
Ainsi %

2
1 _ 2 2 1
T 2 arctan £ T =T (1_ ﬁ+0+°°(5)) et

™

Séries, séries entieres

Exercice 3 (Méthode)

. - " 2n)!
Etudier la convergence des séries de terme général (2n)

3x5x--x(2n—1)"

Exercice 4

Etudier la convergence de > y- On pourra encadrer les sommes partielles par des
n=2

1
nln?(n

intégrales.

Exercice 5 )
1. Montrer que f, définie sur R par f(z) = e*

2 7. 7’ . . 7
e~ " dt vérifie une équation différen-

Ct—sy

tielle d’ordre 1.

2. Déterminer le développement en série entiére de f et calculer son rayon de conver-
gence.
t2

Correction 1. D’apres le théoreme fondamental de ’analyse, comme ¢ — e~

xr

est continue sur l'intervalle R, la fonction z — [ et dt est sa primitive
0

s’annulant en 0 et est donc de classe C*.

Ainsi f est C! par produit et f': x s 2ze® J e dt+e” e =2xf(x)+ 1.
0

Donc y est solution de I’équation différentielle (F) : ¢y’ — 2zy = 1 (et vérifie

en plus f(0) =0).

—+oo
2. Soit y : & — Y a,a™ une fonction DSE de rayon de convergence R > 0.

n=0
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y est solution de (F) et y(0) =0 <— L 3,50 (1) na? !
2. Zn>0 ch(n)a™
_ -1 +1 _ n
ap =0 et Vx €] — R, R| Z napz" T — Z 2a,2" T =1 3. Pour a € R fixé, 3 = cc:!(na)
= = n=0
+oo
<= ay=0etVrec]—R,R[ Z (n+1Daps12™ Z 2a, 12" =1 Correction On donne plusieurs méthodes pour le calcul du rayon, pas forcément
ne0 les plus simples pour chaque question.

1. Pour z € R, on sait que (|z[*"1), ey tend vers 0 lorsque |z| < 1, est constante

Par unicité des coefficients d’'une série entiere de ra on non nul, la; = 1 et
, ,
pour |x| =1 et n’est pas bornée pour |z| > 1.

Yn =1 (n+1)ay4+1 — 2a,—1 = 0 ou encore a,41 = Ap_1. ON peut aussi
iy " " nH " Ainsi la suite (a,) = ((—1)"nz* 1) est bornée ssi |z| < 1 (dans ce cas elle

tend vers 0) par croissances comparées). Par définition du rayon de conver-
gence, il vaut R = 1.

noter cette relation de récurrence Vn € N ay, 492 = T+2 n
Supposons, pour un n € N que as,—o (en remarquant que c’est le cas pour

n =0 car ag = 0), on a alors asy,+2 = 0 et donc, par récurrence, Vn € N ag,, =

0 Autres méthodes : invoquer le fait que la multiplication par n du terme
. , . o . . énéral ne change pas le rayon, utiliser d’Alembert.
Brouillon On cherche I'expression pour les indices impairs. On a ag = éa 1= & sep _B;o ’ N
2, a5 = 22 puis ar = 2as ... On doit avoir ag,41 = m Pour z €] — 1,1, fi(z) = > (=1)"Mna?"*t = —z 3 n(—2?)".
1 n=0
Remarquons que a; = 1 et az = % = % Supposons, pour un n € +00
- L Or, pour t €] — 1,1[, > nt"" ! = o t)2 par dérivation terme a terme de la
N\{O} que a2n+4+1 = W n=1 oo
n+1 , —
Alors asnss = 2n2+3 Qoni1 = N i+1(2k+1)' Par récurrence, Vn € N agni1 = série entiere géométrique. Ainsi nz_: nt™ == t)2 (en ajoutant un terme nul &
k=1

——2—— avec la convention qu’on produit vide vaut 1. la somme).
11._, n2k+1) . . 9 . g2 .

k=1 I Finalement, comme on a bien (—z*) €] — 1,1], fi(x) = — T e =

n " 2k n n <
T . _ 2 r=1 2P _ 27x2"nl e
Simplifions cette expression. as,+1 [ noriD X = En Tt e
Final ¢ . *‘f:o 4l ontl 2. Notons encore une fois R le rayon cherché. On a ch(n) o e et donc R est
inalement, y : TR oo
n=o 1+ également le rayon de la série entiere > e"2? = Y (ex)".

Vérifions que la série entlere exhibée est bien de rayon R > 0. Pour x # 0, on n>0 n>0
note b,, = (z‘t:fl!)!m%"’l > 0, pour tout n € N. Comme la série géométrique est de rayon 1, on a R = % (en effet, © €] — R, R]

ssi |ex| < 1).
Autres méthodes : d’Alembert.

\ . . b
Alors, d’apreés la relation de récurrence sur (a,), on a 2+l = 22088 |2 —
’ n/ bn a2n41

2_|z|> — 0. D’apres le théoréme de d’Alembert, > - b, converge, et +00
2n+3 n—+oo ’ n=0"n ’ Pour z 1 _ e +e " n —ngn
L. S R on a ez™ + e car
ce pour toute valeur de z. Ainsi R = +oo. =2 el fal) = nz_:o E Z
Donc y est la solution sur R du probléeme de Cauchy y' —2zy = 1 et y(0) = 0. ces deux séries numériques convergent (on a a la f01s lex| < 1 et le~tz| < 1).
Par unicité de la solution & un probléme de Cauchy sur un intervalle, f =y En tant que séries géométriques convergentes, fo(x) = & (1 1 1_817196) _
et on a donc donné le DSE de f, qui est de rayon +oco.
l(l L):ez-i-eex.
Exercice 6 2 \l—ex e—x 2(1—ex)(e—x)
Déterminer le rayon de convergence ainsi que la somme des séries entiéres suivantes (d’une 3. Pour x € R*, on pose a, = %z" Alors |a,| < % Comme la série

variable réelle z) ; exponentielle est de rayon de convergence +o00, par comparaison de séries a
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3/

termes positifs, Y a, converge absolument donc converge et le rayon cherché

n=0
vaut +00.
+oo + oo ina
Pour z € R, on a f3(z) = Y %x” = > %x", ainsi f3(z) =
n=0 n=0

+oo ice L\ T
> Re (%) La série complexe associée converge car c’est une série ex-
n=0
ponentielle et
too (eiax)n )
fa(x) =Re Z ———— | = Re(exp(e"*z)) = Re(exp((cos o + isin a)z))

n!
n=0

Par propriété fonctionnelle de ’exponentielle, f3(z) = e3(®)® Re(e?sin(@)7) =
e3()% cos(sin(a) )

Exercice 7
Soit (an)nen la suite réelle définie par

apg=a1 =1
Vn €N aypio = an41 + n’TQ
On s’intéresse & la série entiére > a,a”
n>=0
1. On note R le rayon de convergence de la série étudiée.
(a) Montrer que pour tout n € N; 1 < a,, < n+ 2.

(b) En déduire que la suite (ay) est monotone et déterminer R.

—+oo

an n+2
Z ’11—1-2'1j

+oo
2. Calcule de la somme. On pose f(x) = > ayz™ et g(x) =

n=0 n=
(a) Déterminer le domaine de définition de f et g.
(b) Etablir une relation entre f(z) et g(z) pour les valeurs de z ot cela a du sens.

(¢) Montrer que g est solution d’une équation différentielle du premier ordre que
I'on déterminera.

(d) En déduire une expression de f(x).

Correction 1. (a) Une simple récurrence en supposant a, <n+1 et a,+1 <
n + 2, ce qui est vérifié pour n = 1.
(b) On obtient facilement a,y1 + %4-2 < apto € apt1 + 1 et done (ay,) est
strictement croissante a partir du rang 2.
On encadre par deux séries de références : R = 1.

2. (a) On a 2= ~

n+2 n—-+4oo
définie sur | — 1, 1] au moins (rayon de cv égaux par division du TG par

e et on en déduit facilement que g est également

(b) Pour z €] — 1,1], on peut dériver terme a terme pour obtenir ¢'(z) =
“+o0
3o apa™tt = xf(z).
n=0

(¢) Ré-écrivons, pour z €] — 1, 1],

+oo

400 400
g(x) = Z (ant2 — any1)a”™ = Z An422™ — Z an12"
n=0 n=0

n=0

+oo
_ E :anxn—Q _ § :anmn—l
n=1

+o0 oo

Ainsi 2%g(z) = 3 apa™—z Y apa™t = ¢/ (z)—a12? —apr—a (g’ (z)—
n=2 n=1

apx) et finalement

2’g(z) = (1-2)g'(x) — @

Intégrales

Exercice 8 ,
1. Soit x € R fixé. Montrer que 1’équation fwy et’dt = 1 d’inconnue y posséde une
unique solution.
2. On définit une application f sur R par f(z) = y tel que définit & la question précé-
dente. Montrer que f est continue. Est-elle dérivable ?

Correction 1. Notons F' une primitive sur R de la fonction ¢ — et’ qui est

bien continue sur I'intervalle R. On choisit la primitive s’annulant en 0. Ainsi
xr
F:xw— / et dt.
0

L’équation s’écrit alors F(y) — F(z) = 1 ol encore F(y) = F(z) + 1 ot x est
fixé et y 'inconnue.

Or F est strictement croissante sur R, continue sur R. Calculons ses limites
en + + co. Pour tout t € R, e’ > €% =1 et donc lorsque z > 0, F(z) > z.
Alinsi, par encadrement F(x) e +o0.

-z 0
De plus, F(—z) = / e’ dt = —/ edt < —a par le méme raisonnement
0 -z
et on en déduit que F(x) — —oo.
“+oo
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Exercice 9
Convergence et calcul de [

D’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, F(R) = R. Comme F' est
strictement croissante, elle est injective et F' est une bijection R — R.

Ainsi 'unique solution & Iéquation proposée est y = F~1(F(x) + 1).

. On a, avec les notations précédentes, f(z) = F~1(F(x)+ 1) pour tout x € R.

Ainsi f est continue car la réciproque d’une fonction continue est continue et
par composition.

De plus, F~1 est C! sur R (ensemble d’arrivé de F) car F’ ne s’annule pas
sur R (ensemble de départ de F).

Finalement, f est de classe C! sur R par composition.

+o0 1
et
— 00

Correction Indication : comparaison & e~! pour la convergence et changement de
variable u = e~* pour le calcul. Attention & bien justifier la classe C! et la bijectivité
du changement de variable. On a en fait [ ﬁdt = arctan(e?) sur R (notation
de calcul de primitive, on précise donc l'intervalle de validité)

Exercice 10
Soit @ € R*. On considere la série > H(#)Q
>

1.
2.
3.

Correction 1. Ona

Etudier la convergence. La somme, quand elle existe, est notée h(a).
Etudier les variations de h, puis sa limite en 4o0.

Prouver que

1 k+1 1 1
keN——— < <
RN T T a2 /1—|—(ta)2 T (ha)?
k

. Donner un équivalent de h en 0.

T +(na)2 ol a2 n2 Comme Z converge, la série proposée

converge par comparaison de séries a termes positifs, et ce pour toute valeur
de a.

. Soit N € N. Remarquons déja que h est paire sur R*.

Soient a,b > 0 avec a < b. Alors pour tout n > 0 par

1 < 1
7 14(nb)2 X 14(na)?
croissance de la fonction ¢ — 2 sur R* et décroissance de la fonction inverse
sur R,

1. Pour a,b € R, montrer que |ab| <

Ainsi Z 1+(nb)2 < Z 1+(na)2 et par passage a la limite (N — +00) h(b) <

h(a). Alnbl h est decrombante sur R* et donc croissante sur R* On en déduit
que IIIE h(a) existe et est finie (car h est positive).
a—r+00

al 1 al 1 ol 1 1 ol 1

n=1
Notons ¢ la bomme de la série de Riemann K = Zn =1%t*1 On a alors
1< h(a) <1+ L ¢ par passage 4 la limite des inégalités larges et en minorant
les sommes partlelles par 1 (le premier terme de chaque somme).

Ainsi, par encadrement, h(a) 2 1.
a——+0o0

. On utilise la décroissance sur Rt de la fonction ¢ — ﬁ et la croissance

de l'intégrale.

. En sommant pour k allant de 0 & N I’encadrement précédent, on obtientﬂ

N+1 1 N

> o < z
2

— 1+ (na) 0 1+ (ta)? +( =
N 1 1 N

. De plus, ———dt = | — arctan(ta

pio, [ et = [ et )L

On suppose pour l'instant que a > 0.

En faisant tendre N vers 4+oc et par passage a la limite des inégalités larges,

h(a) —1 < 1Z < h(a) (le -1 dans le membre de gauche provient du fait qu'’il

manque le premier terme de la somme partielle)

= —arctan Na.
a

On en déduit que h(a) —> 400 par comparaison, puis que 5- < h(a) <

7, + 1. En divisant par - > 0 puis en faisant tendre a — 0", on en déduit

par encadrement que h(a )2: = 1 et donc h(a) ~ v 5o
a—0 0

Le méme calcul avec a < 0 donne —% comme limite de arctan(Na) et le
™

raisonnement est le méme pour trouver h(a) ~ —5-.
o

us

Finalement, h(a) Y 2al

Exercice 11
Soit E l'ensemble des fonctions f, continues sur [0, +oo| et a valeurs dans R, telles que

e~tdt converge.

a’+b?
5 -

1. on a également effectué un changement d’indice et utilisé la relation de Chasles
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ExE —+ R
(fr9) — ff Je~tdt

. Montrer que ¢ : est bien définie et constitue un

produit scalaire.

. On définit sur [0,4o00[ les fonctions Lo(z) = 1, Vn € N* L, (x) = %dd;n (e~ *a™).
Montrer que L,, est polynomiale de degré n.

. Montrer que L, € E.

. Montrer que (Ly,)nen est orthonormale pour le produit scalaire ¢. On commencera
par montrer que si n € N\{0} et k € N vérifie k < n, alors ¢(«*, L,) = 0.

Correction 1. Tres classique, il s’agit de I'inégalité arithmético-géométrique.
Soient a,b € R.

lab| < angz <= 0<a?®—2lab| +b*> <= 0< (|a] +[b])? qui est clairement

une inégalité vraie. Ainsi I'inégalité de départ est vraie.

“+oo
2. Soient f,g € E. On doit montrer que [ f(t)g(t)e'd¢ est convergente.

0
Or, pour ¢ € RY, |f(t)g(t)e™| = |f()g(t)|et < LOFIO et = Lp(p)2et 4
1g(t)*e~". Comme t — f(t)%e " et t s g(t)%e" sont intégrable sur Rt par
hypothése, par comparaison de fonction positives, t — f(t)g(t)e™" est inté-
grable sur R™ (Rappel : intégrale signifie que l'intégrale de la valeur absolue
converge).

Ainsi ¢(f, g) est bien défini.

On doit montrer que E est un espace vectoriel, pour pouvoir considérer
des quantités de la forme p(afi + Bf2,g). Soient fi1,f1 € Eet o, € R.
Montrons que h : t — (afi(t) + Bf2(t))%e~! est intégrable sur R*. Or
h(t) = a?f2(t)e™t + aBfi(t) fo(t)e ™t + B2f2(t)e ! et donc h est une com-
binaison linéaire de fonctions intégrables sur R™ et est donc intégrable sur
RT.

On a alors facilement o(af1 + B f2, 9) = ap(f1, 9)+ B (f2, g) car les intégrales
considérées convergent bien. La symétrie est évidente, et on en déduit que ¢
est bilinéaire.

De plus, ¢(f, f) = 0 en tant qu’intégrale d’une fonction positive sur un inter-
valle.

Supposons maintenant que o(f, f) = 0. Alors h : t — f2(t)e" est continue,

positive et d’intégrale nulle sur I'intervalle RT. On a donc Vt € RT f2(t)e~! =
0 ie f2(t) = 0 ou encore f(t) = 0. f est bien la fonction nulle sur R*, ce qui
fini de prouver que ¢ est un produit scalaire.

. On a 2?(L,(z))%e™® — 0 par croissances comparées (L,(r) ~ apx
r—+00

3. D’apres la formule de Leibniz, (valable car f : x — e™* et g :  — z" sont de

classe C™), on a

Ly(x)=—

o}
" /n _ 1 e
=2 k:)(l)n k(n—k;)!w '

et donc L,, est bien une fonction polynomiale de degré n.

n
1—)+oo
ol a,, est le coefficient dominant de Ly). Ainsi (L,)%e™" = 0400(75). Comme

—+oo
/ —da converge et que x > (L, (x))?e™" est continue sur [0, +-oco[, I'inté-
1 X

+oo
grale / (L, (z))%e~%dx converge par comparaison de fonctions positives.
0

On a montré que L, € E.

n! dzn

Remarquons que la dérivée niéme qui apparait est L, (x)e™?, c’est & dire un
polynéme multiplié par e™® et on retrouve le fait que l'intégrale converge. En
intégrant par parties sur [0, A], on trouve

A qn—1
_/0 kxkildxn_l(x"e*w)dx.

“+o00 dn
. Soient n,k € N avec k < n. On a ¢(z*, L,,) = i/ ab— (2"e ")dw.
0

X dnfl A
x e "
{ dzn—1 ( )] 0
Le crochet est de limite nulle quand A — 400 (par croissances comparées de

la forme P(z)e™® ou P est un polyndme).

Ainsi nlp(2*, L,) = —k/
0

+oo m—1
k 1 d
dxn— 1

(z"e™")dz. En itérant k fois,

“+o0 dnfk dnfkfl

nlo(a*, Ly) = (—1)%!/O o (e )de = (=1)"E! lw(mne_m)] -

La derniére intégration est justifiée par le fait que n — k > 0 et donc on peut
intégrer une derniére fois.
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Ainsi L,, L X* pour tout k < n. Comme deg(L;) = k, on a prouvé que la 1oy (t) + 2y () — 3y(t) = 2t
famille (Lo, ..., Ly) est bien une famille orthogonale, pour tout n > 0. 2. y'(t) — 16y(t) =0

2 _ I . ,
De plus, ||L,||* = ©(Ln, Ly). D’apres la forme polynomiale de L,, trouvée 3.y (t) — dy/(t) + dy(t) = 2

s 2 . —1)"
précédemment, son terme dominant est %x“
1 Exercice 17

T . . 2 _ ( n 3 .
Par linéarité du produit scalaire, ||L,||* = *—i—@(z",Ly), car les autres On définit Ta fonction f par f(z) =

termes dans la somme sont de la forme op(azz®, L,) = 0. D’apres le calcul pré-
“+ o0
cédent, valable sauf pour le dernier crochet, nlo(z™, Ly,) = (—1)"n!/ a"e~dz =1. Montrer que f est de classe C* sur R.
0 2. Montrer que f vérifie Péquation différentielle (F) : xy” + 3y’ + 2y = 0 grace a une
intégration par parties.

cos(z sin(t))dt.

Ol

(=1)"n! x n! (voir le cours sur I', on a I'(n 4+ 1) = n! pour tout n € N).

Ainsi, || L,||* = 1 et la famille (L,,),en est bien orthonormale. ) ’ o ) )
3. Appliquer la méthode de variation de la constante sur f pour déterminer une

Exercice 12 too . deuxiéme solution de (E).
. _ e~ —xt 7 . + 5 N .
Soient a, 5> 0 et fo(z) = of g€ dt. Montrer que f, est définie sur R (c'est & dire 4. Déterminer toutes les solutions de I’équation différentielle (E) sur R

que l'intégrale considérée converge pour tout x > 0) puis montrer qu’elle y est Ct. On Exercice 18 (Méthode)
pourra montrer la classe C! tout d’abord sur [a, +o00[ olt @ > 0 est fixé.

Pour aller plus loin : Donner ses variations et limites aux bornes. Est-elle C*> 7 2 0 1
Exercice 13 Onpose A=|0 2 -1
1. Enoncer le théoreme de dérivation sous le signe intégrale. I -1 1
oo, 1. Déterminer toutes les colonnes X de trois fonctions dérivables sur R vérifiant X' =
2. Montrer le caractére C' de f:az— [ e " cos(zt)dt 2
0 AX et X(0)= [ -2
3. Trouver une équation différentielle vérifiée par f. 1

Exercice 14 oo 2. Quelle courbe est définie par X ?

1. Quelle est la nature de l'intégrale [ %dt, pour x > 07
0 Plusieurs variables

+oo .
2. Montrer que la fonction f : 2z — [ f+: dt est de classe C! sur [a,+oo[ pour a > 0 E’ferCICe 19 ) . R xR — U
. 0 Soit U = {(z,y) € R?| z+y > 0} et soit g : .
fixé, puis sur R% , et donner sa dérivée. (t,u) — (t+ut—u)
3. Quelle est la limite de f en +o00? 1. Montrer que g réalise une bijection de V' =R} x R sur U et qu’elle est de classe C 1
4. Pour aller plus loin : donner une équation différentielle vérifiée par f puis déduire sur V.
une expression de f, ou encore déterminer un équivalent de f(x) en 0 ou +o0o 2. Soit f une fonction de classe C* sur U et a valeurs dans R. On pose F' = f o g.
Déterminer les dérivées partielles de F' en fonction de celles de f.
Equations différentielles, EDP 3. On consideére 1’équation aux dérivées partielles :
Exercice 15 (Méthode) 2 0f 2 0f 2 T4y
Résoudre sur R 1’équation zy’ —y = 1};% (E): r+ydr  z+ydy Qererf = (2+ 2z +y) cos( 2 )
Exercice 16 (Méthode) On suppose que f est une solution de (E) sur U, de classe C!. Déterminer une

Résoudre sur R les équations différentielles : équation dont F' est solution.
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4. Déterminer les solutions de (E) sur U. y est solution de (Fy) ssi apres simplification K'(t)yo(t) = t(1+t) cos(t) pour
tout ¢ > 0 ssi K'(t) = tcos(t)e’.

Correction 1. Premiérement, pour (t,u) € V, on a g(t,u) = (t + u,t —u) = Cherchons une primitive

(x,y) qui vérifie bien x +y = 2t > 0 car t € R7.. Ainsi g est bien a valeurs

dans U
. 1 , 1
1 1 (1
De plus, pour (z,y) € U, on résout g(t u) = (x,y) d’inconnues t,u. On /tCOS(t)etdt = Re (/te( +z)tdt) = Re (1+it€( +i)t _ /1 - e +z)tdt)
trouve immédiatement t = “ZZetona blen t>0etueR. Cette 1— 1
solution (¢, u) est unique, ce qu1 prouve que g est bien bijective (tout élément = Re (Ztet(cost +isint) — _26(1+i)t>
de U possede un et un seul antécédent dans V' par la fonction g). 2 (1+19)
2. F est de classe C! sur V par composition, et pour (t,u) € V on a F(t,u) = = Re (1 _ Ztet(cost +isint) — i_et(cost +isint)>
ft+u,t —u). En notant (z,y) les variables de f dans cet ordre, les dérivées 2 2
partielles de F' sont : _ telcost N tetsint elsint
2 22
oF aof of oF of of
E(t,u) = %(t—ku,t—u)—l—a—y(t—ku,t—u) et %(t,u) = %(t—ku,t—u)—a—y(t—ku,t—u) Ainsi, une solution de (F) est

t

3. P U fixé t V tel t,u) = iex =1 = 1+t
our (z,y) € xé, on pose (t,u) € elque g(t,u) = (z,y) ez +u,y Yyt %(tcost—l—tsint—Sint)(l—l—t)e_t _ %(tcost—l—tsint—sint)

t—u.

Alors, par hypothese sur f, on a
D’apres la question précédente et pour u € R fixé, t — F(t,u) est solution de
(E1), ainsi

9 9
xiy (ai( y)+5ff( y)) +ﬁf(x,y):(2+x+y)cos(x;y)

141
_ —t L
Comme z +y = 2t > 0 et que z =t + u,y = t — u, d’apres la question F(tu) = K@)l +t)e™ + 2 (tcost +¢sint —sint)

précédente on a
ot K est une fonction C! sur R (par différence et quotient dont le dénomina-
10F 1 N , . . so.
o (tu) + F(t,u) = (1 +t)cos(t) tejur ne/} S anpule pas?.'3e01pr0qgement, tot}te fOIlCthI'l de cette forme vérifie
t ot 1+t bien I’équation au dérivées partielles trouvée en question 3.

Finalement, f est solution de (E) sur U ssi il existe une fonction K de classe

Comme ¢ est bijective de V' dans U, f est solution de (E) sur U ssi
C! sur R telle que

10F
V(t eV ——(t,u) + ——F(t,u) = (1 +t) cos(t). —y. 2 ety 2
(&) tat( W+ b = L+t cost) V(x,y)eUf(z,y):K(x2y)#e*%+#(...)
, 5 * 194 : L1 1 _
4. Re.solvo/ns d abord sur R 1 e(\quattlon (Etl) Dy () + rpy(@) = (1 + 1) cos(t). oit on a simplement remplacé ¢ par 2.
qui est équivalente (sur R ) a y/'(t) + Ty (t) = t(L +t) cos(t).
Une primitive, sur R, de a: t = &5 =1— %-H est A:t—t—1In(1+1). Exercice 20 (Méthode)

Ainsi les solutions de I’équation homogene associée a (E;) sont les fonctions Déterminer les extrema locaux de f définie sur R? par :
de la forme t — Ke '+ = K(1 4+ t)e~* ou K € R est quelconque. On

. —t P (* ) d d 1. f($7y):x4+y4_(m_y)2
note yo : t — (1 +t)e™", définie sur R*.
Cherchons maintenant une solution particuliére sous la forme y : ¢t — K (t)yo(t) 2 flay) =2 +y
ot K est une fonction C! sur R*. & déterminer. 3. flayy) =22 +y? + 23
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Correction Rappel de méthode : ici on travaille sur I'ouvert R?, ainsi les seuls
extrema se situent en un point critique (ie ou le gradient est le vecteur nul, ou
encore le plan tangente a la surface représentative est horizontal). On trouve donc
d’abord les points critiques, puis on calculs pour chaque point critique la matrice
hessienne. Le signe des valeurs propres donne la nature du point critique.

423 —2(z —y) =0

1. f est bien C! en tant que fonction polynomiale. On résout
! 4 ety {4y3+2(:v—y):0

43 —2(x —y) =0
Orz®+y3 =0 < (z+y)(@?—a2y+1y?) =0 & = —your’—ay+y? =

0. Pour résoudre la deuxieme équation, on peut la réduire pour tenter de
1 -1

tracer les solutions. La matrice de cette conique est A = 1 12 . Les
2

deux valeurs propres réelles de A sont strictement positives (tr(4) = 2 >

0 et det(A) = 3 > 0) donc I'équation réduite est de la forme Az'? + puy'? =0

avec A\, u > 0, dont la seule solution est ' = 3’ = 0 c’est & dire que notre

conique est réduite a un point.

qui est équivalent a { par somme de lignes.

Finalement 22 — 2y + 4> = 0 <= x = y = 0 (une unique solution, qui est
évidente).

Ainsi, 23+ 93 =0 <= 2= —youz =y =0.

Dans le cas ¢ = y = 0, on trouve effectivement un point critique car la pre-
miere équation est clairement vérifiée. Dans le cas x = —y, la premiére équa-
tion devient 42% —4r =0 < 2(2? —-1)=0 < rz=0ouz=1louzx=
—1. Finalement, on trouve 3 points critiques : (0,0), (1,—1) et (=1, 1).

Calculons la matrice hessienne en (z,y) € R? (f étant de classe C?), on trouve

1222 — 2 2 s P
H = < 9 124 —2)° remarquons que d’apres le théoreme de Schwarz,
H est symétrique réelle donc diagonalisable dans R.

-2 2
2 =2
les valeurs propres. Comme tr(H) = —4 et 0 est valeur propre (vu que H n’est
pas inversible), les valeurs propres sont 0 et —4. Ainsi f posséde un maximum
local en (0,0).

En (0,0), on a donc H = . Le déterminant est nul, on doit calculer

Les matrices hessiennes en (—1,1) et (1,—1) sont égales & H = (120 12()).

Cette fois tr(H) = 20 > 0 et det(H) = 96 > 0. Ainsi les deux valeurs propres
réelles de H sont strictement positive et f posséde deux minima locaux en
ces points.

2. La rédaction sera beaucoup plus rapide ici, ce n’est pas un exemple a suivre.

Cette fois on trouve un unique point critique en (0,0) (résolution tres facile)
et la matrice hessienne est H = 0. On ne peut pas conclure par la méthode
du cours.

Par contre, observons que f(0,0) = 0. On veut donc savoir si f est de signe
constant au voisinage de (0, 0) (suivant le signe trouvé, f possede un minimum
ou un maximum) ou si au contraire f change de signe sur tout voisinage.
Remarquons que f(x,0) = 2% pour tout z € R qui est une quantité qui
change de signe en 0. Ainsi (0,0) est un point col (ni minimum ni maximum
local).

3. Cette fois on trouve 2 points critiques en (0, 0) et (—2,0). La matrice hessienne

2+6z 0
0 2
sont 2 et 2 strictement positives et le point est un minimum local, et en

en (x,y) € R? est H = ( . Ainsi en (0,0) les deux valeurs propres
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(—%, 0) les valeurs propres sont —2 et 2 et on obtient un point col. Observez
sur la surface représentative le points col : si on parcours la surface suivant

Trouvons, si possible, le maximum de f sur U. Comme U est ouvert, cet éven-
tuel maximum sera atteint en un point critique. Pour (z,y) € U, %(%y) =

laxe (Oz) en rouge, on observe un maximum, alors que si on la parcourt YP(ar® 11—z —y)°+ 2% xcx (=1) x (1 =z —y)°~!) et on obtient de méme
parallelement & (Oy) il s’agit d’un minimum, ce qui reflete le signe des valeurs

propres -2 et 2 associées respectivement a e; et eg les deux vecteurs de la base %(1’ y) = a:ayb_l(l o y)c_l(b(l —2—y)— )

canonique, car H est déja diagonale oy

Remarquons déja que les puissances de z,y et (1 — z — y) ne s’annulent pas

sur U.

3 1— — — = =
Ainsi grad f(z,y) = (0,0) < all -z —y)—cx =0 = (a+c)e+ay
bl—z—y)—cy=0 bxr + (b+c)y =1

Comme a, b, c > 0 ces quantités sont non nulles

—_—
gradf(m,y):(ovo) g {x—i-(l"'%)y:l l‘+(1+§)y:1

br —ay =0 T = @
bxr+ (b+c)y="b Y= arere
On trouve un unique point critique.

Exercice 21 On a de plus, f(
Notons D = {(z,y) € R?| 2 >0, y > 0et x +y < 1}.

1. Représenter D et justifier que D est borné. Pourquoi est-ce un fermé ?

A+ 9zt+y=1 {ga:—gyzo

e #) > 0. Il reste a remarquer que f est nulle
sur la frontiére de D (sur chaque c6té du triangle, un terme du produit est
nul). Comme f est continue sur un fermé borné, elle atteint forcément un

D —- R maximum et un minimum. Le minimum de f est clairement 0 qui est atteint
(r,y) = 2%l —2—1y)° ° Mon- sur la frontiere de D. Le maximum de f ne peut pas étre atteint sur la frontiere

2. On fixe a,b, ¢ €]0,400[ et on consideére f : {
(car f est strictement positive sur U) et est donc atteint en un point critique.

trer que f est continue sur D.

3. Déterminer sup f.

a b
. . . a b . a b
(og)eD Ainsi f est maximale en (m, m) et le maximum vaut (m) ( ) (E

a+b+c

abbcc

ou encore m

Correction 1. On trouve le triangle rectangle délimité par les deux axes ainsi
que la droite d’équation « + y = 1. D est fermé (les inégalités sont larges :
la frontiere est totalement incluse dans D) et borné (par exemple, le disque
unité contient D).

2. Comme a, b sont positifs, z +— % et y — 3 sont continues sur RT. De plus,
pour z,y € D, 1 —x —y > 0 et donc (z,y) — (1 —x — y)¢ est bien continue
sur D.

Par produit, f est continue sur D.

3. fest C!sur 'intérieur de D (noté U), caronaalorsz > 0,y > 0 et 1—x—y > 0
et le raisonnement précédent s’applique & la classe C'. Rappel : les fonctions
t +— t“ sont continues en 0 deés que a > 0 et dérivables en 0 des que o > 1.



