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I Opérations

I.1 Produit, puissances

I.1.2 Notation

1 Pour A € M,,(K) une matrice carrée on note A =1,, et AP = A x --- x A (p fois).

I 1.1.3 Exemple
2 Factoriser A2 + A — 21,
3

1.1.4 Exemple

4 On suppose qu’une matrice carrée A vérifie A2 + A — 2I,, = 0. Calculer le reste de la

4" division euclidienne de X* par X2 + X — 2 pour k € N et en déduire une expression de

Ak,
5
5
6 1.1.5 Proposition (Théoréme du binéme, version matrices)

8 | SoitneN,A,Be M,(K).Si AB = BA alors

n

(A+B)" = i
k=

0 k=0

() (5, oo

n

k=0

1.1.1 Proposition (Opérations sur les matrices)
1. Les regles de calculs sur les sommes de matrices sont les mémes que pour les
nombres, en prenant garde & sommer des matrices de méme taille.
2. 51 A e M,,(K)et B e M,,(K) (remarquer le méme p pour le nombre de
colonnes de A et de ligne de B), alors la matrice produit est C = AB € M,, ,(K)
et le coefficient d’indices 4, j de C est (notations évidentes pour les coefficients)

p
Cipj = E i kbk,j
k=1

On peut tout a fait retrouver cette formule en posant le produit matriciel.

3. Avec les mémes notations, et en posant A € K, on a A\(AB) = (AA)B = A(AB)
et on peut noter AAB.

4. Méme pour des matrices carrées pour lesquelles AB et BA existent (parfois
le produit n’est possible que dans un sens, par exemple une matrice carrée
multipliée par une colonne) on a en général AB # BA.

5. Si on peut calculer ce produit matriciel, alors (AB)C = A(BC') et on peut noter
ABC.

k=0

An_Bn:(A_B)ZAan—l—k:(A_B)ZAn—l—kBk

2 1 1
1.1.6 Exemple L2 1
Calculer toutes les puissances de A = | : g
1 1
1 2
1.1.7 Proposition
Soit n € N, A, B € M,(K). Si AB = BA alors
n—1 n—1

k=0

Exercice 1

que I, — A est inversible et calculer son inverse.
exo : donner un exemple d’une telle matrice.

On suppose que A € M,,(K) est nilpotente d’ordre r > 0, c’est & dire que A" = 0. Montrer
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I Opérations

1.1.8 Rappels sur les matrices particuliéres

Un produit ou une somme de matrices triangulaire (ou diagonale) reste triangulaire.

ay 0 a¥ 0

Si D= est une matrice diagonale, alors D = pour

0 an
tout k € N (avec la convention 0° = 1).

I.1.9 Produit et transposition

Soient A, B € M,,(K). {AB) = 'B'A. En particulier, Vk € N {AF) = (*A)*.

I.1.10 Lignes et colonnes

Soit L une matrice ligne de taille n et C une matrice ligne de taille n. Donner les tailles
(et le rang) des matrices CL et LC.

1.1.11 Produit par une colonne

Z1
Soit A € M,, ,(K) une matrice et X = € M1 une colonne. Calculer puis
Tp
exprimer en fonction des colonnes de A le produit AX.

1.2 Inversibilité

1.2.1 Définition
Une matrice A € M, (K) est dite inversible ssi il existe B € M,,(K) telle que

AB =1, = BA.
Dans ce cas on note B = A~! et pas %. En particulier on ne notera pas de quotients de
matrices, mais des produits par I'inverse.
On note GL,(K) I’ensemble des matrices carrées de taille n inversibles. Ce n’est pas
un espace vectoriel !

2. Le produit de deux matrices A, B € G L, (K) inversibles est encore inversible et
ona (AB)"!=B"tA"L

3. Si A€ GL,(K) alors A~! est inversible et (A_l)_1

= A.

1.2.2 Proposition
On dit que GL,(K) est un groupe pour X :

1. I, € GL,(K)

1.2.3 Lien avec la transposition

Si A € GL,(K) alors 'A € GL,(K) et {A™1) = (*A)~! donc la relation est valable
pour tout k € Z.

1.2.4 Inverse particuliére

Une matrice triangulaire A est inversible ssi ses coefficients diagonaux sont tous non
nuls. A~! est triangulaire de méme type et ses coefficients diagonaux sont les inverses de
ceux de A.

En particulier, la relation |[[.1.8] est valable pour tout & € Z deés que les a,, sont tous
non nuls.

1.2.5 Définition
Soit A € M,, ,(K).

1. Le noyau de A est noté ker(A) et ker(4) = {X € KP| AX = Ogn»}. Il s’agit de
I’ensemble des solutions du systeme homogene associé a A.

2. L’image de A est notée Im(A) et Im(A) ={Y €e K*| 3X € KP Y = AX}. On montre
facilement que Im(A) = Vect(C1,...,Cp) ou C4,. .., C, sont les colonnes de A.

L’interprétation en terme de systéme est : Im(A) est Uensemble de tous les seconds
membres tels que le systéme de matrice A correspondant est compatible (possede
au moins une solution).

Rappel : dans le cas d’un systéme compatible de matrice A (s’il est homogene il Uest
forcément), ensemble des solutions est de dimension dim(ker(A)) = p —rg(A).

1.2.6 Théoréme

Soit A € M,,(K). Notons C1,...C,, les colonnes de A et Lq,..., L, ses lignes.
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On a les équivalences suivantes
AeGLy(K) <= A Y I,, (équivalente par ligne) <= A > I,

(C4,...CY) est une base de M, 1(K)
(L1,...Ly,) est une base de M ,(K)
rg(A) =n < ker(4) = {Ogn}

VY e K" X e K" AX =Y

B e M, (K)AB =1,

rreey

1.2.7 Casn=2o0u3
On a en plus A € GL,(K) <= det(A) #0.

I.3 Matrices et bases

1.3.1 Définition
Soit E un K-ev de dimension finie égale & n et B = (e1,...,e,) une base de E. Soit
(u1,...,up) € EP une famille de vecteurs. Pour ¢,j € [1,n] x [1,p] on note a;; la iéme
coordonnée de u;.

Alors la matrice A = (a;5)1<i<n € M p(K) est appelé matrice de la famille (uq, . ..
NS
dans la base B et est noté Matg(u1,...,up).
C’est la matrice des colonnes des coordonnées des u;, et on note les coordonnées en

colonne.

s Up)

1.3.2 Exemple

Rappel : B = (1, X, X?) est une base de Ry[X]. Donner la matrice de (P, P, P3) =
(X —1,2X2+3,X? +2X +4) dans B. Est-elle inversible ? Quelle est la signification pour
cette famille de polynémes ?

1.3.3 Proposition
Le rang d’une famille est le méme que le rang de sa matrice dans une base. En
particulier, ce rang ne dépend pas de la base choisie.

1.3.4 Définition
1. Soient E, F' deux K-ev de dimension finie de dimension respectives p et n. On note
Br = (e1,...,ep) une base de E et Bp = (u,...,u,) une base de F. Soit également
f € L(E,F). La matrice de f dans Bg et Br (noté Matg, g, (f)) est la matrice

Ma’tBF (f(el)v RN f(ep)) € MH,P(K)'

C’est la matrice des coordonnées des f(e;) dans uq, ..., uy,, écrites en colonnes.
2. Si f € L(E), on note Matg,, g, (f) = Matg, (f) € M,(K).

1.3.5 Exemple RZ2 — R?
On considere application linéaire f : (a:) . (x + y) . Montrer que B = (i, 7) =
Y zT+y

((}) , (11)) est une base de R? et calculer Matg(f).

1.3.6 Produit matriciel et évaluation

Avec les notations de la définition. Soient en plus © € E ety € F. On note X =
Matg, (z) et y = Matg, (v), A = Matg, 5, (f)-

y=f(z) <= Y =AX
Multiplier par A revient & calculer I'image par f (& condition que les bases soient les

bonnes).

1.3.7 Exemple
Avec 'exemple précédent, sur les polynomes, poser f canoniquement associée et calculer
f(X?—-2X +3).

1.3.8 Théoréme
Soient E, F, G trois K-ev de dimensions respectives ¢, p,n et de bases Bg, Br, Bg.
Soient f € L(E,F) et g € L(F, Q).

On pose de plus M; = Matg, 5, (f) € My (K) et My, = Matg, 5.(g9) €
M, p(K).

Alors C = Matg, B, (g0 ) = MgMy € M, 4(K)

P
Rappel : si C = AB, ¢; ; = Y airby;.
k=1

1.3.9 Exemple
Toujours avec le méme exemple, calculer la matrice dans B de f2 = f o f puis de f*.
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II Trace

1.3.10 Théoréme
Soit f : E — F une application linéaires entre ensemble de dimensions finies de bases

respectives Bg et Bp. f est un isomorphisme ssi My = Matp, 5, (f) est inversible.

Dans ce cas Matg,. 5, (f~!) = M;l.

1.3.11 Définition
Soit E un K-ev de dimension finie et B, B’ deux bases de E. On appelle matrice de passage
de B a B’ la matrice Matp(B’) de B’ dans B.

On exprime la nouvelle base B’ en fonction de 'ancienne base

1.3.12 Théoréme
Soient E un K-ev B, B’ deux bases de E. On note P la matrice de passage de B a B'.
Soit f € L(E). On pose M = Matg(f) et M’ = Matg/(f). Alors M’ = P"'M P

1.3.13 Exemple
Donner la matrice dans la base canonique de f*, toujours pour la méme application f.

1.3.14 Définition
Soient A, B € M,,(K). On dit que A est semblable & B ssi il existe P € GL,(K) telle que
A=P'BP.

A et B représentent un méme endomorphisme dans deux bases différentes.

1.3.15 Remarque

1. Deux matrices semblables ont le méme rang.

2. La seule matrice semblable a I,, est elle méme.

IT Trace

II.1 Trace d’une matrice

II.1.1 Définition
Soit A = (@i 5) (.5 eq,n)? € Mn(K). On appelle la trace de A et on note tr(A) le nombre

>~ a;; qui est la somme de ses coefficients diagonaux.
i=1

11.1.2 Exemple
Pour A = (a;;) € M, (K), calculer tr(*AA).

I1.1.3 Proposition
Soient A, B € M,,(K).

1. tr(*A) = tr(A)
2. Va,B € K tr(aA + B) = atr(A) + ftr(B).
Ainsi la trace est une forme linéaire : tr € £L(M,,(K), K)

Exercice 2
Montrer que le noyau de la trace est un hyperplan et en donner une base.

II.1.4 Effet du produit

Montrer que dans le cas général on a pas tr(A?) = tr(A)2.

II.2 Trace d’'un endomorphisme

I1.2.1 Théoréme
Soient A, B € M,,(K).
tr(AB) = tr(BA)

Preuve.
Notons C = AB et D = BA avec A = (a;;),B = (b; ;) et C = (¢,

i), D = (dij).
n
= g @i kb et done tr(C) = 3

n
Pour (i,5) € [1,n%] on a ¢; ; Z i kbi,i =

n n
> 37 ik en échangeant les sommes.
==l n n n
On renomme maintenant les indices : tr(C) = > > b; pag; = > di; = tr(D)m
i=1k=1 j
Exercice 3
Montrer que tr(*AB) = tr(A!B) avec les notations du théoréme.

En déduire la valeur de cette trace dans le cas ou A est symétrique et B anti-
symétrique.
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I1.2.2 Matrices semblables II1.1.2 Conséquences de la définition

Si A, B € M,,(K) sont semblables alors tr(A4) = tr(B). Notons C1, ..., C, les colonnes de la matrice A € M,,(K).

En effet, si on a A = P~! BP pour une matrice inversible P (voir P comme une matrice — Sion a C; =0 pour un certain 7 alors det(A) = 0 par linéarité par rapport a la iéme
de passage), alors tr(A4) = tr((P~'B)B) = tr(P(P~1B)) = tr(B). colonne.

— SionaC; = C; pour i # j alors det(A) = — det(A) par échange de ces deux colonnes
donc det(A4) = 0.

I11.1.3 Exemple

I1.2.3 Invariants

On peut maintenant dire que deux matrices semblables ont :

1. le méme rang Calculer _42‘

7
-3 18

2. la méme trace

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n et f € L(E). Le scalaire tr(Matg(f)) ne En dimension 2 : il s’agit de laire (algébrique, ie on obtient un nombre négatif dans
dépend pas de la base B de E choisie pour calculer la matrice. On le note tr(f). le cas d’un sens indirect) d’un parallélogramme

11.2.5 Exemple

R3[X] R3[X]

Soit f: { p : Yp Calculer tr(f). L

Exercice 4
Soit p un projecteur dans E de dimension finie. Montrer que tr(p) = rg(p).

En dimension 3 :il s’agit du volume (algébrique) d’un parallélépipede. Dans la figure

I1.2.6 Linéarité suivante, on construit un parallélépipede sur les 3 vecteurs E, ﬁ, zﬁ et | det(/ﬁ, AC, Eﬂ
u 1 6 lculé 1 i 1 1 11é1épi-
Pour f,g € L(E) et o, 8 € K on a tr(af + fg) = atr(f) + Btr(g). E)(él:lees coordonnées sont calculées dans la base canonique) vaut le volume du parallélépi

IIT Déterminant

II1.1 Déterminant de taille n

I11.1.1 Définition-Proposition
11 existe une unique application det : M,,(K) — K telle que T

1. det(I,) =1

N

2. det est linéaire par rapport a chaque colonne.

3. det est anti-symétrique ie change de signe si on échange deux colonne de sa variable.

Chap 3 : Matrices carrées
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IIT Déterminant

III.1.5 Notation

Comme en dimension 2 et 3, on note un déterminant sous forme d’un tableau de
nombre entouré de barres verticales.

I11.1.6 Proposition
Soit A € M,,(K). On fait subir une opération élémentaire sur les colonnes de A et on
note A’ la matrice obtenue.

1. Sil'opération est C; <+ C; avec i # j alors det(A’) = — det(A).
2. Si lopération est C; + AC; avec A # 0 alors det(A’) = Adet(A)
3. Si lopération est C; <= C; + AC;j avec A € K et ¢ # j alors det(A’) = det(A).

II1.1.7 Corollaire
Soit A € M, (K) et A € K alors det(AA) = A" det(A)
II1.1.8 Calcul en pratique

Soit A € M, (K). On réduit A par colonnes pour calculer son déterminant. Attention
aux opérations d’échange ou de multiplication par un scalaire.

I11.1.9 Exemple

0o 1 -1
Calculer |1 1 2
-1 1 -1

II1.1.10 Théoréme
Soit A € M,,(K). A est inversible ssi det(A) # 0.

Preuve.
En reprenant les notations de[III.1.6, on remarque que det(A) = 0 <= det(A’) =
Réduisons la matrice par colonne et notons R la matrice réduite. On a det(R)
0 <= det(A) =0.

AeGl,(K) <= R=1I,. Ainsi si A € GL,(R) alors det(A) # 0 car det(I,) =
140.

0

Supposons au contraire que A # GL,(K). Alors R posséde au moins une colonne

nulle (autant que la dimension du noyau de A d’ailleurs) et det(R) = 0 donc
det(A) = 0. n
II1.1.11 Exemple a 1 a
Trouver & quelle condition sur @ € C la matrice A= 1 a 1| est inversible

II1.1.12 Remarque

Le déterminant est toujours une expression polynomiale des coordonnées (s’exprime
comme produits et sommes des coordonnées de la matrice)

I11.1.13 Exemple 21 -3
Caleuler le déterminant de |0 1 72 1
alculer le determinan € 0 0 1 9

00 0 3

I11.1.14 Proposition
Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses coefficients diagonaux.

Preuve.
Remarquer que le déterminant est nul ssi un des coefficient diagonaux est nul ssi la
matrice triangulaire n’est pas inversible.

Dans ce cas d’une matrice inversible, le calcul est direct, sur le méme modele
que 'exemple. =

I11.1.15 Meéthode

Une premiére méthode de calcul du déterminant :

1. Echelonner la matrice par opérations élémentaires (attention a la valeur du déter-
minant qui change parfois)

2. Calculer le produit des coefficients diagonaux.

II1.2 Propriétés calculatoires

Chap 3 : Matrices carrées
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1. Ona A € GL,(K) < 'A € GL,(K). Ainsi det(A) =0 < det(*4) = 0.

D 1 i A i ible.
[L.2.1 Théoréme ans toute la suite on suppose que A est inversible

Soient A, B € M,(K). det(AB) = det(A) det(B). Plus généralement, le déterminant 2. Soit A € K. Rappelons que les matrices élémentaires sont d’un des trois type

d’un produit de matrices est égal au produit des déterminants. suivant : E; 5 = diag(1,...,1,A,1,...,1) (le A # 0 en ieme position, cette
matrice traduit I'opération L; < AL;), E; ; qui est la matrice I,, ayant subit

Vopération L; ++ L; (traduit la dite opération) ou E;;x qui la matrice I,
ayant subit 'opération L; < L; + AL;.

Preuve. Un calcul direct montre que tEw\ = F; » et donc ces deux matrices ont le
Si A n’est pas inversible, AB non plus et donc le résultat est vrai. méme déterminant, det(E; ;) = —1 = det('E; ;) (& calculer par un échange
. . Mo(K) — K de colonnes pour retrouver l'identité) et det(E; ;) = 1 = det('E; ;) (ces
Sinon, considérons f (€ Cp) det(AdClt ,(.ABACH) . matrices sont triangulaires, I'un inférieure I'autre supérieure et avec des 1 sur

) ) e

la diagonale).
Alors f(I,,) =1, si on échange deux colonne de M, f change de signe. De plus,

f est linéaire par rapport a chaque colonne par composition et produit par une
constante (X — AX € L(K") et le déterminant est linéaire par rapport a cette

Ainsi le théoreme est vrai pour les matrices élémentaires.

3. Rappelons que 'on suppose A inversible. Alors on peut écrire A = E,.E,_1 ... Eq,

colonne). un produit de matrices élémentaires.
Ainsi f = det. TADAM! Alors 'A = 'E !B, .. .'E,.. Le théoréme [II1.2.1] ainsi que le point précédent
On prouve l'affirmation générale par une récurrence immédiate. n permettent de conclure a ’égalité souhaitée. [

1H1.2.2  M-Attention II1.2.5 Conséquences

On a surtout pas det(A + B) = det(A) + det(B). On peut maintenant effectuer des opérations élémentaires sur les lignes au méme titre
II1.2.3 Corollaire que sur les colonnes, avec les mémes effets.

Si A est inversible alors det(A™1) = #(A)'

Dans ce cas, on a également
II1.2.6 Théoréme

VEk € Z det(A*) = det(A)* Soit A € M, (K) avec n > 2, A = (a; ;) j)e[1,n)2- Pour i,j € [1,n]? on note A; ; la
matrice de M,,—1(K) déduite de A en supprimant la i¢me ligne et la jéme colonne.

Preuve. n
On a directement det(A)det(A~!) = 1 ce qui prouve le cas k = —1, le seul qu’il 1. det(A) = Z (=1)""7a; ; det A; j (développement par rapport & la jéme colonne)
manquait dans le théoreme précédent. ] ljl
2. det(A) = Y (—1)"a; ; det A; ; (développement par rapport a la iéme ligne)
j=1
I11.2.4 Théoréme
Soit A € M,,(K). Alors det(A) = det(*A).
Preuve.
Admis. Une idée de preuve (un peu pénible, mais pas si difficile) : on reprend les

notations de [[II.I.6] et on prouve le premier point pour j fixé. On prouve alors que
Preuve. l’application de la formule & A’ est 'opposé de celle & A pour un échange de colonne
Hors programme et donne le méme résultat pour une combinaison de colonnes. Ainsi la formule est
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IIT Déterminant

vraie pour A’ ssi elle I'est pour A. Il suffit ensuite de réduire A et de remarquer que
la formule est triviale pour l'identité. [

II1.2.7 Tableau des signes

On résume souvent les signes qui apparaissent dans cette formule par

+ - +
— _l’_ —
I11.2.8 Exemple 11 _21 _44 ?
Calculer le déterminant d = 9 1 8 0 On effectue C5 + C3 — 4C; et on
1 0 5 -1
1 -1 2 3 =50
développe par rapport a la 3iéme colonne : d = —|—-1 2 1| = —|—-1 2 1| =
2 1 0 2 1 0

(3x1—-2x(-5))=13.

II1.2.9 Meéthode

Une deuxiéme méthode de calcul du déterminant : Appliquer bétement une des for-
mules précédente.

Une bonne idée sera de faire apparaitre des 0 sur une ligne ou colonne pour réduire le
nombre de termes dans le développement.

-3 2 0 0

1 -3 2 0 0
II1.2.10 Exemple 0
Calculer le déterminant d,, =

0 1 -3 2

0 1 -3 ]

I11.2.11 Corollaire
Soit A € M,,(C). Alors det(A) = det(A).

Preuve.

II1.3 Déterminant et espace vectoriel

II1.3.1 Définition

Soit E un K-ev de dimension n et F = (uq,..
une base. On appelle déterminant de F dans la base B le nombre detp(uy, ..
det(Matp(u1,...,un))-

., Up) une famille de n vecteurs. Soit B
G Up) =

II1.3.2 Lien avec la géométrie

Ce que I'on appelait déterminant d’une famille dans R? ou R? est en fait le déterminant
dans la base canonique. Rappel : dans R?, det (i, 7) = 0 ssi @, ¥ sont colinéaires.

I11.3.3 Proposition
Soit B une base de E et B’ une famille de n vecteurs.

B’ est une base de E ssi detg(B’) # 0

I11.3.4 Exercice
Que vaut detg B dans ce cas ?

I11.3.5 Exemple
Montrer que ((Z)Xk(l - X)"_k)ke[[o,n]] est une base de K, [X].

IT1.3.6 Théoréme
Deux matrices carrées semblables ont le méme déterminant.

Preuve.
Posons a A = P~'BP pour A, B € M, (K) et P € GL,(K).
On a alors det(A) = det(P~") det(B) det P = g5y det(P) det(B) = det(B). =

IT11.3.7 Invariants

Nous voila avec 3 invariant de changement de base pour les endomorphismes : le rang,
la trace et le déterminant.

II1.3.8 Définition

Immédiat par récurrence et utilisant les propriétés calculatoires de la conjugaison Soit f € L(FE) avec F un K-ev de dimension n. Toutes les matrices de f (ie dans n’importe

(somme, produit).

m  quelle base) ont le méme déterminant, on le note det(f) et on Pappelle déterminant de f.
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Me(R) — Ma(R)

M o . Calculer son déterminant.

I11.3.9 Exemple
On considere ’application T : {

I11.3.10 Exemple

On considére des espaces supplémentaires E = F @ G avec F,G # {0g} (ce qui impose
dim(E) > 1). Soit s la symétrie par rapport a F' dans la direction G. Calculer det(s). De
méme avec p le projecteur sur F' parallelement a G.

I11.3.11 Proposition
Soient f,g € L(FE) avec E de dimension n.

1. det(Idg) =1
. Pour A € K, det(Af) = A" det(f).

2
3. det(f o g) = det(f)det(g)
4

. f est bijective (on dit aussi inversible) ssi det(f) # 0 et alors det(f~!) = ﬁ(f)'

II1.3.12 Puissances

On a directement det(f™) = det(f)™ qui est valable par récurrence pour tout n € N et
méme n € Z si f est bijective.

Chap 3 : Matrices carrées
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