PTSI

I Généralités sur les suites et rappels

I.1 Vocabulaire
Définition 1
Une suite réelle u est une application de N dans R. On la note (un)nen 0% un = u(n)
pour n € N.

uy, est alors appelé terme général de la suite. n est alors le rang de ce terme.

On note naturellement I’ensemble des suites réelles RY.

On aura parfois a considérer des suites définies a partir d’un certain rang ng € N et

N [no, 4] — R

on notera (Up)n>n, U'application { n o u(n)
Définition 2
Soit (u,) une suite réelle

1. On dit que (uy), est constante si Ja € RVn € N u,, = a.

On dit que u,, est stationnaire si 3a € RAN € NVn > Nu,, = a, c’est a dire si elle

est constante a partir d’un certain rang

2. On dit que (un)n est majorée si il existe un réel M tel que ¥n € Nu, < M. M est
alors un majorant de la suite u.

3. On dit que (uy), est minorée si il existe un réel m tel que Vn € Nu,, = m. m est
alors un minorant de la suite u.

4. On dit que (uy,), est bornée si elle est a la fois majorée et minorée. Il est équivalent
de dire que (|up|)n est majorée.

5. On dit que (uy), est positive (resp négative) si elle est minorée (resp. majorée)
par 0.

6. On dit que (up), est croissante si V¥n € Nu,y1 > u, et décroissante si Vn €
Nup+1 < uy. St les inégalités en jeu sont strictes on parle respectivement de stricte
croissance et stricte décroissance.

7. (un)n est dite monotone si elle est croissante ou décroissante, et strictement mo-
notone si elle est strictement croissante ou strictement décroissante.

1.2

Définition 3

Soient (up), (v,) deuz suites réelles. On peut alors définir les suites u + v et uwv par
(u+v)p = up + vy, et (uv), = u,vy, pour tout entier n. Si A € R alors on défini la suite
Au par Vn € N (Au), = Auy,.

Opérations sur les suites

ITI  Suites usuelles

II.1 Relation de récurrence linéaire d’ordre 1
Définition 4
Soit ug,vg E R X R*, a € R,q € R.

1. La suite de premier terme ugy et définie par up11 = un + a est appelée suite arith-
métique de raison a. On a Vn € N u,, = ug + na.

2. La suite de premier terme vg et définie par v,41 = q X v, est appelée suite géomé-
trique de raison q. On a Vn € N v, = voq™. (avec la convention 0° = 1)

Définition 5
Soit (u,) € RN. On dit que c’est une suite arithmético-géométrique si elle vérifie une
relation de récurrence du type un4+1 = au, + b avec a,b € R

I1.2 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Théoréme 1
Soit (un)n la suite définie par la donnée de ug,u; € R et la relation Yn € N w9 =
QUn+1 + buy, avec a,b € R non tous les deux nuls.

On pose (E) : 22 = ax + b I’équation caractéristique de cette suite et r1,79 ses racines
complexes.

1. Siry =rg alors il existe A\, u € R tels que Vn € N u,, = (An + p)ry

2. Siles racines sont distinctes alors il existe A, € C tels que Vn € N u,, = Ari’+urs.

IIT Nombre réels

III.1 Majorants, minorants
Définition 6
Soit A une partie de R.

1. On dit que A est majorée si elle admet un majorant M € R tel que Va € A a < M.
2. On dit que A est minorée si elle admet un minorant m € R tel que Ya € A a > m.

8. A est dite bornée si elle est a la fois majorée et minorée ou encore si il existe

M € R* tel que Va € A |a] < M.
Définition-Proposition 1
Soit A une partie de R. Un réel M est LE maximum de A si il vérifie :
1. M € A.
2. M est un majorant de A.
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On remarquera unicité d’un tel maximum, quand il existe. On remarque que ) est un intervalle, il suffit de prendre a > b.
Ezo : énoncer une proposition similaire pour le minimum Si I est un intervalle on note I le sous-ensemble de R : T U {a,b}.
Théoréme 2 Proposition 2
Toute partie non vide de N posséde un minimum. Toute partie non vide et majorée de N Soit I = (a,b) un intervalle (ouvert ou fermé) non vide et non réduit & un point. Soit
(ou Z, d’ailleurs) posséde un mazimum. x €]a,b[. Alors il existe € > 0 tel que [x — e,z +¢] C I.
. . . Proposition 3
III.2  Bornes supérieures et inférieures Soit X une partie de R. X est un intervalle ssiVa,b € X [a,b] C X (ou [b,a] C X)
Définition 7
Soit A C R. II1.4 Partie entiére
1. Si A est magjoré, on appelle borne supérieure le plus petit des majorants de A quand Proposition 4
il existe. On la note sup A. Soit © € R. Il existe un unique entier relatif n tel quen < x <n+ 1.

2. Si A est minoré, on appelle borne inférieure le plus grand des minorants de A

quand il existe. On la note inf A. Définition 9

Soit x € R. L’unique entier de la proposition précédente est appelé partie entiére de x.
Théoréme 3 (Axiome) On la note E(x) ou |z|. La partie fractionnaire de x est le réel x — || € [0, 1].

Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure dans R. Toute partie

. . . . Proposition 5
non vide et minorée de R admet une borne inférieure dans R. p

Soient z,y € R.

Proposition 1 (Caractérisation de la borne supérieure) 1. © <y= E(x) < E(y). La partie entiére est une fonction croissante.
Soit A une partie de R et M € R. Si M est un magjorant de A alors 2. SineZ., E(x+n)=n+E)
M=supA < Ve>0dacAda>M—¢ 3. xeZ < x=E().
. . . Définition 10
Soit R .S t t de A al n
orm < ¢ est un mamorant ge . ators Soit © € R. Le décimal x,, = Llloonxj est appelé approximation décimale (ou rationnelle)
m=infA < Ve>0dac Aa<m+e par défaut ¢ 10~" prés de x et xp, + # est lapprozimation décimale par excés ¢ 10"

pres.

III.3 Intervalle de R
Définition 8
Un intervalle est une partie de R de la forme (pour a,b € R)
— {z e R| a <z <b}. Cest le segment [a,b]. .
— {x € R| a < & < b} noté [a,b]. L’intervalle est dit semi-ouvert a droite.
— {z € R| a < x < b} noté |a,b]. Lintervalle est dit semi-ouvert & gauche.
— {x € R| a < x < b} noté |a,b|. L’intervalle est dit ouvert.
— {z € R| a < z} noté [a, +o0l.
— {z € R| a < z} noté Ja, +ool.
— {x € R| z < b} noté | — o0, b).
— {x € R| zwb} noté | — o0, b|.
— R noté | — 0o, +o0].
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