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Dans tout ce cours, I désigne un intervalle non vide et non réduit & un point.

I Etude métrique

I.1 Longueur d’une courbe
I.1.1 Notion intuitive de longueur

Longueur de la courbe entre les points de paramétres ¢ et t + dt est ~ || f/(¢)||dt =
vitesse X temps. Si on intégre entre a et b, on trouve donc la longueur de la courbe entre
les points de parametres a et b.

1.1.2 Définition
Soient a,b € I. On appelle longueur (algébrique) de f € C(I,R) entre les points a et b le

reelf I/ (®)||d.

1.1.3 Exemple
1. Calculer la longueur du cercle trigonométrique.

2. Calculer la longueur de I'arc de la parabole iy = 22 entre les abscisses 0 et 2.
On considére la courbe paramétrée ¢ — ( tt2> dont le support est cette parabole. En
effet, M = <§> vérifie y = 22 ssi il existe t € R tel que z =t et y = 22 = 2. f est

une courbe C! et on a f’: ¢~ (2115)

2
La longueur [ cherchée vaut donc [ = / V14 4t2dt. On sait que x — sh(x) est une
0
bijection de R dans R.

On veut poser une nouvelle variable u telle que 2¢ = sh(u) (qui est un changement
de variable C* et bijectif) ie t = 1 sh(u). On pose « tel que 3 sh(a) =2 ie sha = 4.
On a de plus dt = 3 ch( )du

1 «
Alors | = / \/1+sh?(u = 5/ ch?(u)du car ch est positive et ch? =
0

1+ sh?.
Ainsi

==
2

1
du = =
1 “=3

1/a62“+2+62“
0

|: Lo e2u:| « 62a 4+ 4o — 6204
i U — - - -
0

2 - 16

Or on a e® — e~ = 8 car sh(a) = 4. Ainsi (e%)? — 8¢* — 1 = 0. En considérant
que l'inconnue est e, on trouve que le discriminant est 68 = 4 x 17. Ainsi e* =
%‘/ﬁ = 4+4+/17 (l'autre racine du trindme est strictement négative). On en déduit
que o = ln(4+\/ﬁ) et 2 = 8e®+1 =33+8y/17. De plus, e @ = e* -8 = /17—4
et donc e 2® =1 — 8¢~ = 33 — 8/17.

33+8\ﬁ+41n(4+f —(33—8V17) _ = V1T + %ln(4 + \/ﬁ).

Finalement [ =
On peut aisément vérifier en python

-
import scipy.integrate as sci
import numpy as np
def f(t):

return np.sqrt(l + 4*t**2)

sci.quad(f, 0, 2) # valeur approchée de 1l'intégrale de f entre 0 et 2
np.sqrt(17) + np.log(4 + np.sqrt(17))/4

Alors la longueur cherchée est /

\. J

1.1.4 Exemple ¢ — sin(t)
Longueur de la cycloide sur [—7, 7| définie par f : ¢t — ( ) On trouve || f'(t)]| =

1 — cos(t)

2|sin%|.

4 t T t
2| sin §|dt = 4/ sin §dt car ¢+ |sink| est paire et
0

—T

vt € [0,7] sin i > 0.

2

On obtient donc 4 [ 2cos 2] = 8, qui la longueur d’une arche de cette cycloide.

1.2 Abscisse curviligne

On considére maintenant f € C*(I,R?) une courbe réguliére (la vitesse ne s’annule
pas), avec k > 1.
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1.2.1 Définition

Soit tg € 1.
On appelle abscisse curviligne de f d’origine ¢ la fonction s : { L= Rt , .
to= [ 1 (w)du
A retenir : 92 = | f/|| et lorsque cela a du sens, & = Hfl’l\'
1.2.2 Remarque
L’information connue a priori sur s est la dérivée : 3¢ = || f||. Elle ne dépend pas de

Porigine choisie. Dans la suite on supposera choisie une origine.

1.2.3 Proposition
On considére une courbe réguliere f de classe C*.

L’abscisse curviligne d’origine t( est une bijection C* dont la réciproque est C*.

Interprétation : on peut, dans le cas d’'une courbe réguliere, repérer un point de
la trajectoire non plus par le temps de passage mais par la distance (algébrique) a
lorigine fixée. En effet tout point est & une distance donnée (surjectivité) et a4 une
distance donnée correspond un seul point (injectivité).

De plus, on ne change pas la classe C* de la courbe paramétrée si on choisi d’utiliser
Pabscisse curviligne d’origine ¢g pour paramétrer (repérer les points).

Preuve.

Rappelons que I'application N : (x,y) — /22 + y2 est de classe C* sur R?\{(0,0)}.
Ainsi g : t — || f/ ()] est de classe Ck~! sur I car f’ ne s’annule pas. On a méme

vt eI g(t) > 0.

t
De plus, s : t — / g(u)du est la primitive de g qui s’annule en ¢, et est donc
to

de classe C* sur I. Comme s’ = g > 0, s est strictement croissante et s : I — s(I)
est bien une bijection.

Comme s’ ne s’annule pas, s~! est également de classe C*. Pour mémoire, on a
Vz e s(I) (s~ (z) = m

1
s'(s7H(x)) "

1.2.4 Paramétrage par ’abscisse curviligne

Notons J = s(I). Le résultat précédent permet de définir une nouvelle courbe de méme
J — R?
u = f(s7i(u

support g : { ) On a en fait changé la maniere de parcourir la méme

trajectoire, et on obtient immédiatement HS—ZH = 1 (paramétrage normal). Remarquons
que u = s(t) = g(u) = f(1).

I.2.5 Notation

La relation relation HS—ZH = 1 est classiquement notée H%H = 1, pour indiquer que
le paramétrage choisi est celui par I'abscisse curviligne. On a maintenant ‘;—f = dfdt _
s dt ds

I

Si on parametre f par s, on repere en fait les points de la trajectoire non plus par le
temps de parcours, mais par la distance depuis l'origine. Il semble cohérent que le vecteur
vitesse soit de norme 1.

1.2.6 Proposition
Aom]ie df _ dfde _ 1
Pour une courbe réguliere f, on a gf = G4 = 7

&&

. C’est un vecteur directeur

unitaire de la tangente pour chaque parametre.

1.3 Repeéere de Frenet

1.3.1 Définition ,
Soit ¢ € I. On note 7(t) = % (vecteur unitaire tangent de f en t) et ﬁ(t) (vecteur

unitaire normal de f en t) le vecteur unitaire directement orthogonal & ?(t)

Le repere (f(t), ?(t)7 N

(t)) est appelé repere de Frenet de f en t.

M(t)

1.3.2 Théoréme (Détermination angulaire)
Il existe une fonction o € C*~1(I,R) telle que

Vi e I T(t) = cos(a(t))7+ sin(a(t))]
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1.3.5 Exemple

Ainsi a(t) est 'angle entre 7 et ?(t) Déterminer la fonction ¢ — «(t) pour la courbe représentative de ’exponentielle.

On considére la courbe paramétrée associée f : t — (et qui est une courbe C' sur

Preuve. R dont la dérivée vaut f' : ¢ — (;t) # 0 pour tout t € R. Ainsi f est bien une courbe
Hors programme. régulidre.
?On considere la fonction g : I — C qui a ¢ associe I'affixe de ?(t) On a Reprenons la définition de a.. Pour cela il nous faut calculer le repere de Frénet en tout
| 7" (t)]| = 1 et donc |g(t)| = 1. il ’agit de montrer que Vt € I g(t) = *® et que . 2N 1 1 Gy 1 —e!
oint. On a, pour t € R, T'(t) = — et donc N(t) = — .
la fonction o est C*~1. On sait que g est de classe CK¥~1. P p (t) ViteZ | et (t) ViteZ \ 1

On a G = 1 et en dérivant on obtient ¢'g+ g¢’ = 0, c’est & dire que la fonction = 1 . 0
J7 = g (gsg1 2= L alors = 1) est imagingaie gjre 4 On cherche «(t) tel que T'(¢t) = cos(a(t)) <O) + sin(a(t)) <1> On a donc cos(a(t)) =

On ﬁxe to€ 1. Soit 0 :t— —zft g(tt))dt Alors 6 : I — R et est de classe CF~! \/J_W

i6(t) 0’ i0(t) ele(t) ’ 10!
On a alors ( ) ) _ 0 (t)e ?gt()t) ) _ 2(t)(qg((tt))9(t) —g(t) =0

Ainsi t — (()) est une fonction constante sur l'intervalle I.

et sin(a(t)) = NWirwl

Ainsi (et c’est cohérent avec le tracé), cos(a(t)) > 0 et sin(a(t)) > 0. On peut prendre

a(t) = arccos (ﬁ) ou a(t) = arcsin ﬁ) ou méme, comme « €0, 5[ a(t) =

arctan(e?).
g(t) = Ke®

, , I.4 Courbure
avec g(tg) = K = €' car |g(to)| = 1 et donc g(t) = e!@t?®) et @ = a + 60 € C*!

1.4.1 Définition

ient !
convient: " On appelle courbure la dérivée de la fonction o par rapport a s :
1.3.3 Illustration _da
a7
S
Comme « est un angle, il n’a pas d’unité. v s’exprime donc en m™—!.
aﬁ 1.4.2 Interprétation
1. Si~y > 0, c’est que la détermination angulaire croit, c’est a dire que la courbe tourne
vers la gauche.
2. Si v < 0, c’est que la détermination angulaire décroit, c’est a dire que la courbe
tourne vers la droite.
3. Si v est grand en valeur absolue, c’est que o change rapidement, c’est a dire que la
courbe tourne "vite".
L.3.4 Proposition . . I.4.3 Théoréme (Formules de Frenet)
1. On a alors N( = —sin a(t)7+ cos a(t)] On a
2. Comme ? , on en déduit que 3—”; (: ‘é—f X %) =cos« et g—g =sina. d? Nz ot IV dﬁ ?
=7 -
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Ona%zﬁﬂ

da ds

_3 .

1.4.4 Exemple
Calculer 'expression du vecteur vitesse et du vecteur accélération en fonction de ?, ﬁ, Y.
On note v = ||f|| et 7= f’. Alors ¥ = vT par définition de T.

v _ dvp 4 dT _ deqd, ,dTds _ dvi 4 2.0 A
ad=-altvg=gT+tvgs =al +vaN.

De plus, @ =

1.4.5 Exemple
1. Courbure du cercle de centre O et de rayon R > 0. On trouve v = % (une fonction

constante).
. . . ds _ 1
2. Pour la cycloide, sur | — 7, 7[, on avait G = Sein T
.7 1 —cos(t sin £ = —cos i
Ainsi T = -1+ . (*) = 2 ). Donc N = R
2sin g sint COS 5 sin 3

1 t
dT _ dsdT _ 1 3053 =1
De plus, G5 = @ 'ar = 2sin & <—% i ) ot done () = dsin g’

1.4.6 Dans le repére de Frenet

Si on calcule [?, %] (produit mixte, c’est le déterminant dans le plan qui ne dépend
pas du ROND choisi pour le calculer), on obtient v en prenant les coordonnées dans la

base de Frenet.
/
1 / 1 "
X ((w) Fruom! )

Hors,?: 1 f’et%zﬁﬁ: 1
Ainsi 7 = {Hfl’lfl’ T <(|f1H) f’*wlwf")] = g/l 1 = qpld £

171 dt dt L1
(linéarité + caractére alterné). Finalement

EAY
7= ds
1.4.7 Exercice

Traduire cette formule en fonction des fonctions coordonnées x,y. Et si f est la courbe

t— ((pft)) ?

dOM d20M
dt 7 de?

II Enveloppe, développée

II.1 Courbe développée

II.1.1 Définition

Un point d’une courbe paramétrée est dit birégulier ssi les vecteurs vitesse et accélération
en ce point ne sont pas colinéaires. On a donc (avec les notations classiques) les entiers
pet g quivalent p=1et qg=2.

I1.1.2 Proposition
Pour une courbe C2, le point de paramétre t est birégulier ssi v(t) # 0.

Preuve.
11 s’agit juste d’une redite du calcul de ~(t) =

i L (@), £ (). -

I1.1.3 Définition
Soit f € C%(I,R?) une courbe biréguliere (tous les points sont biréguliers). Le rayon

1

de courbure au point ¢ est R(t) = 75 et le centre de courbure est le point C(t) =

M(t) + R(t)N(t) ie MC = RN.
On peut évidemment repérer M par son abscisse curviligne et exprimer toutes les
quantités en fonction de s.

I1.1.4 Interprétation

Au point de parameétre t; € I, le cercle tangent en T'(t1) qui “ressemble” le plus a la
courbe est le cercle centré en C(t1) et de rayon R(t1). On l'appelle cercle de courbure en
t.

II.1.5 Définition

Le lieu des centres de courbure d’une courbe s’appelle la courbe développée. C’est la courbe
t— C(t).

11.1.6 Exemple
Prenons comme courbe ellipse f : t — (

) = (i) s e

t)) et donc

vons sa courbe développée.

f est de classe C2. Soit t € [—m, 7] f'(t) = <

= 1 —2sin(t)
T(t) a 4 sin?(t)+cos?(t) < COS(t) ’

—2sin(
cos(t)

Chap 6 : Etude métrique des courbes paramétrées
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Trouvons 7.

af _ 1 4T
On a3 = rrn
Ainsi
dT o _ 1 _6eos()sin(t) (—zsmm) . 1 <_zcos<t))
ds 3sin?(t) + 1 2 (3sin2(t) + 1) \ cos(t) 3sin?(t) + 1 \ — sin(t)
—2sin(t . —2cos(t
= (38111 ( 3 cos(t) sin(t) ( cos(t() )) + (3sin?(¢) + 1) < —sin(g))>)
_ 6 cos(t) sin?(t) — 6sin?(t) cos(t) — 2 cos(t)
T (3sin®(t) 4+ 1)2 —3 cos?(t) sm( ) — 3sin®(t) — sin(¢)
. ( 2 cos(t ) 2 N
"~ (3sin?(t) +1)2 \ —4sin(t (3sin?(t) +1)3
Alnbl ’)/( ) m

Maintenant, le centre de courbure vérifie C(t) =
3sin2(t)+1 (— cos(t)) - <§ cos(t) — %cos(t) sinz(t)> B

2 —2sin(t) —3sin®(2)
une astroide.

I1.1.7 Exemple
Calculons la développée de la cycloide (sur | — m, 7|, le reste s’obtenant par translation).
i _ (t—sin(?) _ ¢ [—cost
Tei M(t) = ( ~ cos(t ) De plus, R(t) = —4sin 5 et N(t) = ( sint )"
t + sin(t)

)
Ainsi C(t) = (f _zlons((?)) - (2(1_2 iionsl(tt))> - <—1 + cos(t)

cycloide.

w + st = (o)) +

cos®(t)
<—2 sin®(t)

([

> et on reconnait

). On obtient une autre

I1.2 Enveloppe

I1.2.1 Définition
Soit (Dt)ies une famille de droite. On dit que (D;)ie; admet la courbe f :
comme enveloppe ssi pour tout ¢ € I on a

1. M(t) € D,
2. Dy est tangente & f en M (t).

t— M(t)

I1.2.2 Mise en équation

On se donne un points A(t) et un vecteur directeur @(¢) pour chaque droite D;. Ainsi
= {A(t) + Md(t)| A € R} = A(t) + Vect(u(t)).

On cherche donc & écrire M (t) = A(t) + A(t)d(t) et il faut en plus que la tangente en
M (t) soit dirigée par w(t).

YV
On suppose les fonctions en jeu dérivables et on obtient %

= A'(t) + N(O)at) +

—
A(t)d'(t). La condition de tangence devient [dgtM ,4(t)] = 0 qui peut se récrire [A'(t) +
A()d (t),u(t)] = 0 (le déterminant est alterné).

I1.2.3 Proposition
Une enveloppe de la famille D, = A(t) + Vect(

4(t)) est donnée par f :t — M(t) =
A(t) + A(t)u(t) ot X est une fonction vérifiant [A(t) +

AT (1), ()] = 0.

11.2.4 Exemple

Cherchons l'enveloppe de la famille de droites Dy :  — cos(t)y — sin(t) =0, t € [—m, 7].

) | Ve Coj(t))) A(t) + Vet (@(2)).

On cherche A(t) tel que M(t) = A(t) + A(¢)u(t) et vérifiant detg, (M'(t),ud(t)) = 0.
cos(t)

Alors la fonction A vérifie det(A'(t) + A\(¢)@'(t), d@(t)) = 0 ie cos(t) - S(t) sin(?)
A(t) sin(t) = 0.

A(t) =

sin(t) + c;f’(g) Sm( )
cos(t) cos(t) |-
sin(t) sin(t)

On peut tracer au remarquer que tous les points de la courbe vérifient 22 —y? = 1. On
connait les symétries de cette courbes qui correspondent a celles de l’enveloppe calculée.

PourteRona D; =

ou encore cos(t) —

cos(t)
sin(t)

Pour t ¢ {—m, 0,7},

. cos?(t)
et on obtient M(t) = <31r10(t)> + (21353 ) =

De plus, si on prend z,y = 0 tels que 22 — y2 = 1 alors 22 = 1 + y > 1 et donc
|z| > 1. Ainsi on peut poser un ¢ €]0, Z] tel que 1 = sin(t) et donc x = bm(t On a alors
y=z2-1= Smg(t) —-1= 2?;28) Ainsi y = j:ziﬁ((z)) et comme y > 0, y = Zf;((g

Finalement, on peut paramétrer notre quart d’hyperbole pour étre la courbe enveloppe
calculée et le tracé est maintenant immédiat.

I1.2.5 Proposition
Soit f € C?(I,R?) une courbe biréguliere. La courbe développée de f est également

Penveloppe de la famille D, = M (t) + Vect(ﬁ(t)) (la famille des normales).

Chap 6 : Etude métrique des courbes paramétrées
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On peut remplacer le vecteur N (t) par n’importe quel vecteur proportionnel et
non nul.

Preuve.
Notons g : s — C(s) = M(s) + R(s)ﬁ(s) la courbe développée de f que 'on
a paramétré par 'abscisse curviligne. Clairement chaque point de g est sur une
normale.

Il reste & montrer que les normales sont tangentes a g. Or dm ? + dRﬁ +

7? dRﬁ Ainsi les tangentes & g sont dirigées par "

I1.2.6 Exemple
Calculons la développée de la demi-hyperbole paramétrée par x(t) = ch(t) et y(t) = sh(t)
pour t € R.

sh(t)

. z(t)) o oo . "
On note f : t (y(t)) qui est C*®. De plus, pour ¢t € R, f'(t) = (ch(t)) et donc

N (t) est proportionnel & @(t) = <;}C1}(1§)t)>

On cherche donc une courbe notée M qui vérifie M(t) = Sﬁgg) + A(t) (_5101}(175(;))
pour une fonction A telle que [f/(¢) + A(t)@' (¢), u(t)] = 0.
sh(t) — A(t)sh(t) —ch(t)
ch(t) + A(t)ch(t) sh(t)
A(t)(—sh?(t) 4 ch?(t)) = 0 c’est & dire A\(t) = — ch®(t) — sh?(t).

) =
' _ ((h(t) +ch’(t) +sh*(t) ch(t)) _ [ 2ch’(t)
Finalement, M (t) = (sh(t) — ch?(t)sh(t) — sh3(¢ )> B (—2 Shg@))

Cette équation peut s’écrire ‘ = 0 ou encore sh?(t)+ch?(t)+

Chap 6 : Etude métrique des courbes paramétrées
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