PT 2021-2022 Math C

Concours blanc : Math C

Durée : 4H. Calculatrices interdites. Les candidats sont invités a porter une attention particuliere a la
rédaction et la propreté : les copies illisibles ou mal présentées seront pénalisées.

Lisez I’énoncé attentivement et en entier AVANT de commencer chaque exercice.

Exercice 1
Dans cette exercice on identifie les polynomes de R[X] et les fonctions polynomiales. La partie II est indépendante des
autres. On pourra utiliser librement les résultats de la partie I pour traiter la partie III.

Partie I : polynémes de Bernoulli

Dans cette premiere partie on étudie une suite de polynémes tres utiles, ainsi que certaines de leurs propriétés.
1. Soit f € C([0,1],R) une fonction continue sur [0, 1].

0,1 — R
(a) On pose G : NN /f(t)dt'
0

Préciser le lien entre f et G.

1
(b) Montrer qu'il existe une unique fonction F' € C*([0, 1], R) telle que F' = f et / F(t)dt = 0. On exprimera
0

F' en fonction de G.
On pose maintenant By = 1 € R[X] et pour tout n € N\{0}, on définit le polynéme B,, par :

1
Bl =B, et /Bn(t)dt =0.
0

Cette suite de polynoéme est bien définie d’apres la question précédente.

Montrer que By (X) =X — % et expliciter Bs, B3 et Bj.

Pour n € N, déterminer le degré et le coefficient dominant de B,,.

Montrer que pour n > 2 on a B, (0) = B,(1). Cette relation est-elle valable pour n =07 n =17

DA e

On définit une autre suite de polynémes (Cp,)nen en posant Cp,(X) = (—=1)"B,(1 — X) pour tout n. Montrer
que (Cy,) vérifie les conditions définissant (B,,) et en déduire que

Vn € N B,(X) = (—1)"B,(1 — X).

6. Que peut-on en déduire concernant les courbes représentatives des fonctions B,, 7 On distinguera les cas suivant
la parité de n.

7. On suppose (dans cette question seulement) que n est impair et n > 3. Montrer que B, (0), Bn(%), B, (1) sont
nuls.

8. Montrer par récurrence sur m € N que les polyndmes Bs,,11 ne s’annulent pas sur |0, %[ On pourra utiliser le
théoreme de Rolle.

9. En déduire que By, 41 ne s’annule pas sur |3, 1].

Partie II : fonction ¢

Le but de cette partie est définir une nouvelle fonction (au centre de nombreuses recherches en mathématiques)

1. Soit f une fonction continue et décroissante sur l'intervalle [a, +o0o[ pour un a € R. Soit k un entier, k > a + 1.

Justifier que
k

k+1
/k fodt< fy < [ e

k—1

Un schéma sera apprécié, mais ne constitue pas une preuve.
1

2. Soit a € R. Déduire de la question précédente la nature de la série ) -~ suivant la valeur de a.

n>1
+oo 1
En cas de convergence, on pose ((a) = > ~5.
n=1

3. Montrer que pour o > 1, 1 < {(a) < 1+ ﬁ Qu’en déduire pour lim ((«a)?
a—r+00

4. En reprenant avec soin les calculs de la question [2| trouver un équivalent de {(«) quand o — 1.

¥
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Partie III : Calcul de ((2m)
1. Soit N € N et t €]0,1[. Montrer que

sin((2N + 1)mt)

N
1+2 2knt) =
* Z cos(2knt) sin(mt)

k=1
2. Soit n > 0. On définit sur 0, 1[ la fonction ¢,, : t — %. Montrer que Vt €]0,1[ ¢n(t) = (=1)"pn(1 —1).
3. Montrer que ¢,, est prolongeable par continuité sur [0, 1] et que le prolongement est de classe C! sur [0, 1].
4. Soit f € C*([0,1],R).
(a) Montrer que f’ est bornée sur [0, 1].

i/ol 1) cos(xt)dt’ =0.

(b) Montrer que xgrlloo

1
(¢) Montrer que liril [ f(t)sin(zt)dt = 0. On pourra utiliser une intégration par parties.
r—+00
0

1
5. Soient k,n € N. On pose I, , = [ By (t) cos(2knt)dt. Calculer I, 0, Ik, I1x-
0

6. Pour n > 2 et k£ > 0, montrer que

1
(2km)?

In,k = (Bn—l(l) - Bn—l(o) - In—2,k:)~

7. En déduire 'expression, pour p € N de Iz, 41, et montrer que

e

8. Soit m € N\{0} et N € N. En utilisant la question [I} exprimer en fonction de m, N et Bs,,(0) la quantité
1
/ Yo (t) sin((2N + 1)xt)dt
0

La réponse attendue ne contient pas le symbole [

“+oo
9. Montrer que Ba,,(0) = 2(—1)™"1 3 W
k=1

+oo +oo
10. Donner les valeurs de Y. 7 et > 7.
k=1 k=1

Exercice 2

n—1
1. (a) Soit n un entier naturel non nul et ¢ € C tel que ¢ # 1; Rappeler la valeur de > ¢* qui est la somme des
k=0
n premiers termes de la suite géométrique de raison ¢ et de premier terme 1.

(b) En déduire, pour ¢ €]0, 1], I'expression de
1—-1=-6"
t
en fonction d’une somme.

(¢) Pour tout entier naturel non nul n, on pose :

14 _\n
]n:/ 1-a=0",
0 t

Etudier la convergence de lintégrale I,,.

(d) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n :

k=1

| =

(e) En déduire lim I,.
n—-+oo

2
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2. Pour tout entier naturel non nul n, on pose :

Loy
un:/o 7n(n—|—t)dt

(a) Exprimer, pour tout entier naturel non nul n, 'intégrale w,, en fonction de n.
(b) Etudier la convergence de la série de terme général u,.

(¢) En déduire existence de :

1 1
v= lim <1++~~+ln(n))
n

n—-+oo 2

3. Pour tout entier naturel non nul n, et tout réel strictement positif =, on pose :

Gn(x) = /On (1 — ;)ntx‘ldt

(a) On fixe, seulement pour cette question ¢ € [0, +00[. Prouver I’existence et calculer lir}rl (1- %)n
n—r-+0o0o Y

—+o0
(b) Montrer que I'(z) = / e 't"~!dt est une intégrale convergente.
0
On admet que I'(z) = lim G, (x) pour la suite de l’exercice
n—+00

4. Calculer G,,(1) puis ll}rf_l G, (1). Avons nous bien G,(1) — T(1)?.
n o0

n——+00

5. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, et tout réel strictement positif x :
x

n*n!
(z+1)...(z+n)

Gn(x) = .

(On pourra utiliser des intégrations par parties.)
6. On fixe un réel z > 0.

(a) Montrer que g:l (In (14 %) — £) est une série convergente.

(b) Pour N un entier naturel non nul, on pose
N x o
Py = kl;[l (1 + E) e
Montrer que (Py)n>1 est une suite convergente. On note classiquement

Foo T N T
1 7> - — (1 7) -#
kl:[1< + k € NHHEOO + k €

(¢) Avec la méme notation qu’a la question précédente, montrer que

—+oo
. 1 _ . 2\ o
F(J;) = ngl}rloo Gn(x) = Ee v klill (1 + %> ek

7. On peut montrer (mais pas aujourd’hui) la convergence d’un autre produit infini :

vz €]0,1] Sin;”) - xﬁ (1 - :’32>

L2
k=1
En utilisant la question [5), montrer que pour x €]0,1[ on a
T
I'x)'(1l—2x) =
(@)r(1 —=) sin(ma)



