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I Limite d’une suite

I.1 Convergence d’une suite
Définition 1
Soit (uy)n une suite réelle et | € R.
1. On dit que la suite u tend vers | ou converge vers | si Ve > 03IN € NVn >
N |u, =1 <e.
2. On dit que la suite u tend vers +oo si VA € RAN € NVn > N u, > A.
3. On dit que la suite u tend vers —oo si VB € RAN € NVn > N u,, < B.

Si la suite u n’admet pas de limite, on dit qu’elle diverge. Dans le cas ot u tend vers | € R

on note up, — 1 ouu, — 1.
n—-+oo

On emploie aussi le mot “diverge” pour qualifier les suites de limite infinie.
Théoréme 1
Soit (un), € RN,
1. 80 (up)n
2. Si (un)n tend vers +o0o alors elle est minorée (et posséde méme un minimum) et
non majorée.
3. Si (un)n

minorée.

admet une limite finie alors elle est bornée.

tend vers —oo alors elle est majorée (posséde méme un maximum) et non

Lemme 1
Soient x,y € R.
Ve>0lz—y|<e)=>z=y.

Théoréme 2 (Unicité de la limite)

Soit (u,) € RN, Si u posséde une limite alors sa limite est unique.

I[.2 Caractérisations de la convergence

Proposition 1

Soit (un)n une suite réelle et 1 € R
1. lm u,=0!<+—= Ilim u,—0(=0
n—-+oo n—-+oo
2. lim wu,=0 < lim |u,|=0
n—-+4o0o n—-+4o00o

3. lim u, =1 <

lim |u, —1|=0
n—-+oo

n—-+oo

Proposition 2
Soit (un)n € RY.

1. La suite (uyn)y tend vers 400 ssi (—uy), tend vers —oo.

2. 8i¥n € Nu, >0 (ou si (uy) est strictement positive & partir d’un certain rang)

alors on a équivalence lim wu, = 400 <= lim -+ =0.
n—s+0o n—+oo Un

3. SivVn € N u, <0 (ou si (uy) est strictement négative & partir d’un certain rang)

alors on a équivalence lim wu, = —00 <= lim - =0.
n——+o00 n—+oo Un

Théoréme 3 B
Soit (un)n, € RN etl € R.
(tun)n tend vers | € R ssi les suites (uzy)n et (Uzni1)n tendent vers I.

II Limites et inégalités

II.1 Comparaison

Proposition 3

Soient (uy,), (v,) € RN, On suppose de plus que u, < v, a partir d’un certain rang.
1. Siu, — +oo alors v, — +00.
2. Si v, — —oo alors u, — —oo.

Théoréme 4 (Théoréme d’encadrement ou théoréme des gendarmes)
Soient (Un)n, (Un)n, (Wn)n trois suites réelles telles qu’il existe N € N tel que

Vn >N u, <v, < Wy,

Si de plus les suites (up)n et (wy)n convergent vers la méme limite | € R alors (vn)n
admet une limite et cette limite est [.

II.2 Utilisation des suites qui possédent une limite

Proposition 4 -
Soient (wp)n, (vn)n € RY deuz suites convergeant respectivement vers | et I’ € R.
Sil <1 alors il existe un rang o partir duquel u, < vy,.

Théoréme 5 (Passage a la limite des inégalités LARGES)
Soit (up)n et (vn)n deux suites réelles. Soient en outre m, M des réels, N € N. Soient
LI'eR
1. Silimyoou, =1 et imyov, =1 et si up, < v, & partir d’un certain rang, alors
1<,
2. Silimyu, =1 etVn n <M alors
2

>N u <M.
8. Silimyoou, =1 etVn >N u, >m alorsl > M.

Chap 15 : Limite des suites



2/

PTSI

IIT Existence de limites

II1.1

Proposition 5 (Somme de suites)
Soient (un)pn et (vn)n deux suites réelles, ;1" € R. On a les résultats suivants

Opérations

lim wu, l l l +00 | +oo0 | —c0
n—-+oo

lim v, U 400 | —00 | 400 | —00 | —00
n—-+oo

im w, +v, |+ ]| +o0| —0c0 | +00 | 7?7 | —00
n—-+oo

Théoréme 6
Soit (un)n une suite tendant vers 0 et (vy), une suite bornée. Alors (unvy), converge
vers 0.

Proposition 6 (produit de deux suites)
Soient (up)n et (vp)n deux suites réelles et [,I' € R. On a les résultats suivants

lirJIrl Uy, I |Il>0]1>0| 0 |I<0|l<O0| 400|400 | —00
n——+oo

1irJIrl Un, '] 400 | —o0 | *oo | +00 | —00 | +00 | —00 | —00
n——+0oo

lirf Up XVp | '] +00 | —c0 | 7?7 | —00 | 400 | +00 | —00 | +00
n——+0oo

Autrement dit, dés qu’on peut faire le produit dans R, la limite existe et vaut ce produit.

Corollaire 1 (multiplication par un scalaire)
Soit (un)n € RY et A € R.

lim u, |l€R 400 —00
n—00

400 8t A >0 —00 st A>0
lim Au, Al 0siA=0 0siA=0
e —00 8iA<0 | 400 siA<0

Proposition 7 (Inverse)
Soit (un)n une suite réelle.

. * 1 1
1. 8i (up)y converge vers l € R* alors (=), converge vers ¢.

2. Si (up)n converge vers 0 et est de signe constant & partir d’un certain rang alors
(1), tend vers +oo (méme signe que u,,)

Un

3. Si (up)n tend vers £oo alors (u%)n tend vers 0.

Théoréme 7 (Composition par une fonction continue)
Soit f : I — R une fonction et (up), une suites d’éléments de I. Si (uy,), converge vers
1 €1 et que f admet une limite en | alors f(u,) — liml f-

T—r

II1.2 Convergence monotone

Théoréme 8
Toute suite croissante et majorée converge. Toute suite décroissante et minorée converge.

Théoréme 9
Toute suite croissante non majorée tend vers +oo. Toute suite décroissante non minorée
tend vers —oo

II1.3 Suites adjacentes

Définition 2
Soient (un)n et (vyn)n deux suites réelles. On dit qu’elles sont adjacentes si l'une est
croissante, ’autre décroissante et limu, — v, = 0.

Théoréme 10
Deux suites adjacentes sont convergentes de méme limite finie.

Théoréme 11 (Théoréme des segments emboités)
Soit [an,b,] une suite décroissante de segments (c’est a dire que pour tout n € N on a

[@n+1, bnt1] C [an,bn]) de R telle que limb,, — a,, = 0. Alors lintersection () [an,by] est
neN
un singleton, qui est la limite commune des suites (an)n €t (bp)n-

II1.4 Reésumé des outils

III.5 Croissances comparées

Proposition 8

Soit (un) une suite a valeurs strictement positives.
1. Si = — 1 <1 alors up, — 0. On a méme u, = 0400(b") pour un b €]0,1]
n 400 +oo
2. 8L — > 1 alors u, — 400. On a méme b" = 040 (upn) pour un b > 1.
n 400 —+oo

IV Suites complexes

IV.1 Généralités

Définition 3

Soit (2,)n € CN. Pour tout n entier on a z, = x, + iy, avec T,,y, € R. Les suites (x,)n
et (Yn)n sont les parties réelles et imaginaires de la suite (z,)n.

Définition 4
Soit (zn)n une suite complexe.
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1. On dit que cette suite est bornée ssi IM € Ry |z,| < M.

On ne peut pas dire d’une suite complexe qu’elle est majorée ou minorée vu qu’on
ne peut pas dire de deux complexes s’il y en a un plus petit que autre.

2. (zn)n est dite stationnaire si il existe N € N et a € C tels que Vn > N z, = a.

3. Une suite (wy,)n est dite extraite de (zp,)yn $’il existe ¢ : N = N strictement crois-
sante telle que Vn € N wy, = z,(,).

IV.2 Limites
Définition 5
Soit (zp)n une suite complexe et I € C. On dit que la suite (z,), converge versl € C

(ngrfoo zn =1) si

Ve >03IN e NVn > N |z, — ]| <e.
On ne peut pas définir la notion de limite infinie pour une suite compleze.

Théoréme 12
Soit (z,) = (xn) + i(yn) une suite complexe. (z,) converge vers une limite | = x + iy
(unique) ssi xp, —> T et Yy — Y.

Si (zn) converge alors elle est bornée. La réciproque étant évidemment fausse.

Proposition 9
Les résultats sur la somme, le produit et linverse de limites finies (et non nulle pour
Vinverse) s’étendent immédiatement auz suites & valeurs complexes.
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