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I Equations scalaires

Rappel : il s’agit de trouver toutes les FONCTIONS qui vérifient une certaine relation
sur un intervalle donné

I.1 Rappels de 1lére année

Voir la fiche compagnon pour les théorémes.

I.1.1 Sur les courbes intégrales

Soient y; et yo des solutions de ??. Pour ¢ty € I quelconque, si y1(tg) = ya2(to) alors
y1 et yo sont solutions d’un méme probleme de Cauchy et donc sont égales.

Ainsi deux solutions d’une méme équation différentielle linéaire sont soient égales, soit
leur courbes représentatives ne se coupent pas.

1.1.2 Meéthode
Pour résoudre une équation du type y' + a(t)y = b(t) :

1. On commence par résoudre ’équation homogene associe : ' + a(t)y = 0, ce qui se
fait par un premier calcul de primitive.

2. On détermine une solution particuliere de I’équation avec second membre. Soit il y
en a une évident, soit via la méthode de variation de la constante. Ceci nécessite un
deuxieme calcul de primitive.

3. On explicite clairement l’ensemble des solutions demandé (probléme de Cauchy,
solutions ayant telle ou telle propriété...)

1.1.3 Exemple
Résolvons I’équation (E) : ty’ +y = t? sur R.
On a ici un probleme, car le coefficient de y s’annule.

— Onseplacesur I = R% ou R* . L’équation devient y’—i—%y =t et ’équation homogene
a pour solution toutes les fonctions de la forme y : t — % ou A € R est quelconque.

— On applique la méthode de variation de la constante. On cherche une solution sous
la forme y : t — @ = A(t)f(t) ot A € D(I,R) et f :t— 1 est une solution de
I’équation homogene.

Alors, pour tout ¢t € I, N'(t)f(t) + M) f'(t) + 1f(t) =t < NO)f(t) =t <
N(t) = 2.
On prend A : ¢ +— g ety:t— % est une solution particuliere de E sur I.

— Les solutions de (F) sur l'intervalle I sont les fonctions de la forme y : t — % + %
ou A\ est un réel quelconque.

I.1.4 Méthode : ordre 2 avec second membre

Le second membre est de la forme Ae** avec A,k € C des constantes. On cherche y,
sous la forme P(t)ek! ou P est :
1. K une constante si k n’est pas solution de 1 ’équation caractéristique.

2. t+ Kt si k est une racine de I’équation caractéristique (ie e** est 'une des solution
de I’équation homogene)

3. t — Kt? si k est une racine double de 1’équation caractéristique.

Dans tous les cas, il faut déterminer la constante K

1.1.5 Exemple
Résoudre y" + y = cos(z).

1.2  Ordre 2, coefficients non constants

I.2.1 Théoréme (Cauchy-Lipschitz)

Soient a,b,c € C(I,K). Soient également ty € I, vg, v} € K. Le probléme de Cauchy
y' +alt)y'(t) + b(t)y(t) = c(t)
y(to) = vo

y'(to) = vp
I.

posséde une unique solution C?(I,K) définie sur

Preuve.
Admis! n
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1.2.2 Théoréme

Soient a, b, ¢ € C(I,K). L’ensemble des solutions sur I de I’équation y” (t) +a(t)y’(t) +
b(t)y(t) = c(t) est un espace affine de dimension 2. Sa direction est I’ensemble des
solutions de I’équation homogene associée.

Plus précisément, les solutions de (Eg) y” () + a(t)y’(t) + b(t)y(t) = 0 sont de la
forme t — Ay1(t) + pya(t) (pour A, u € K quelconques) ol 1, y2 sont solutions de
(Ex) et non proportionnelles et toute solution de (E) est de la forme y, + yg ol
Yp est une solution particuliere de (E) et yz une solution quelconque de (Efr).

Preuve.
Le théoreme précédent nous assure I’existence de y,, qui est une solution particuliere
de (E) (il suffit de choisir une condition particuliere).

Notons Sy ’ensemble des solutions de (Ep) et S 'ensemble des solutions de

(E).

2 I
Posons ¢ : DA, Ky) : H;,, +ay' + by qui est facilement linéaire. Alors
So = ker(yp).
SO — K2

Alors pour ty € I, (t0)> est linéaire (Sp est un K-ev, voir le

~ (7 Y (to)

cours de sup) et bijective d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz. ce qui conclut
sur la dimension de Sjy.

Soit maintenant y € D*(I,K). Alorsy € § < ¢(y) = o(yp) = p(y—yp) =
0 < y —yp € Sy ce qui prouve bien que S =y, + Sy (plan affine). [

1.2.3 Principe de superposition

Il reste bien évidemment valable, méme quand les coefficients ne sont pas constants.

1.2.4 Méthode de résolution

Il n’y a pas de méthode générale! On ne connait que la forme des solutions, ainsi que
la structure de ’ensemble des solutions de 1’équation homogene. En général, 1'exercice
propose une méthode pour trouver au moins une solution de ’équation homogene.

I.2.5 Recherche d’une solution DSE

Toujours en deux phases :

1. Analyse : on suppose qu’il existe une solution DSE de rayon R > 0 et on trouve une
relation sur les coefficients, que ’on résout.

2. Synthese : on montre que la ou les fonctions trouvées sont solution. Soit en recon-
naissant le DSE (fonction usuelle), soit en prouvant que le rayon de convergence
trouvé est > 0. Il reste a vérifier (automatique normalement), que la fonction ainsi
définie est bien solution, sur un intervalle que 1'on précisera bien.

Résolvons sur des intervalles le plus grand possible t2(1 — t)y” — t(1 +t)y' +y =0 (E).
—+o0
On cherche une solution y sous la forme y : t — > a,t", ie y est la somme d’une série
n=0
entiere sur un intervalle | — r,r[ pour r > 0.
—+oo —+oo
Alors, pour t €] —r,r[, y'(t) = Y. na,t" et y'(t) = > n(n — 1)a,t"?
n=1 n=2

y est solution de (E) ssi

(1 =)y (t) — (1L + )y (t) + y(t) = 0
“+o0 “+oo
— Z n(n — Dapt" — Z n(n —1a,t" ' — Z na,t"” Z na,t" 4+ Z apt™ =
n=2 n=2
+oo
(E)Z(—n(n—l) t"“—i—z (n—1) —=n+Da,t" —ait —a1t* +ag +a;t =0
n=2
+oo +oo
— — Z n2a,t"tt + Z (n— 1)2ant” —at?+ap=0
n=2 n=2
= — Z (n—1)2a,_1t" + Z (n —1)%a,t™ — a1t?* + a9 =0
—+o00
= Z (n —1)*(an — an_1)t" + asty — a1t*> + ag = 0
n=3

Par unicité des coefficient d’'un DSE de rayon non nul, ag
(n—1)2(ap —an_1) =0donc Vn >2 a, = an_1.

—+oo —+o0
Finalement, ag = 0 et ¥n > 1 a,, = a; donc y(t) =a; >, t" =ast Y, t" 1 = f—ltt
n=1 n=1

Synthese : le rayon de convergence de la série trouvé étant égal a 1, 'unicité est valable

et donc y : t — f—i’; est solution de (E) sur | — 1, 1] pour toute valeur de a;. C’est mieux

que ce & quoi on pouvait s’attendre, vu que le coefficient de 3" s’annule en 1 et 0.

Il nous manque une solution de cette équation homogene, non proportionnelle a ¢ +—
t
-t

=0,a, = az et Vn > 3
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I.2.6 Trouver une deuxiéme solution

On reprend le cas général : y” (t) + a(t)y’(¢) + b(t)y(t) = 0 sur Vintervalle 1.
Si on connait une solution yo de (E) sur I qui ne s’annule pas, alors on fait un chan-
gement de fonction inconnue, A\ = y% ie on cherche une autre solution y sous la forme

y = Ayo ot A € C%(I,K) est notre inconnue.
En replacant dans ’équation, le terme en A disparait toujours.

1.2.7 Exemple
ON reprend t*(1 —t)y” —t(1+t)y’ +y =0 (E) avec yo : t — 1. On cherche y sous la
forme y = Ayp sur lintervalle |0, 1] (pour l'instant).
Alors y est solution de (E) ssi t2(1—t) (A yo+2XN yy + Ayl ) —t(1+8) (N yo+Ayh) +Ayo = 0
ssi t2(1 — )\ yo + N (2t2(1 — t)yh — t(1 +t)yo) = 0
Or £2(1 = t)yo = £ et 26%(1 — t)yp(t) — t(1 + t)yo(t) = 22 it — L — 4212t — 42,
Ainsi \ vérifie M + %/\’ =0 et donc N (t) = C’l% et A(t) = C1In|t|4+Cy ou C1,Cs € R.

tIn(t) t
i t 0ot =

Finalement, les solutions de (E) sur ]0, 1] sont de la forme y : t — C}
%(Cl ln(t) + CQ)

Le calcul de vérification montre que y : t — 5 (CyInt| + C2) est solution sur les
intervalles | — 00, 01,10, 1[,]1, +o0][.

IT Systemes différentiels linéaires

II.1 Cauchy-Lipschitz

II.1.1 Définition L8

Soit Y € D(I,K™) une fonction & valeurs vectorielles. On pose Y = . Soient égale-

Yn
ment B € C(I,K") et une matrice A € M,,(R).

1. Le systéme d’équations différentielles Y/ = AY + B est appelé un systéme différentiel

linéaire & n équations et n inconnues, a coeflicients constants.
2. Le systéme homogene associé est Y/ = AY'. Il est défini sur R a priori.
3. Résoudre un tel systeme, c’est trouver toutes les fonctions y1, ..., y, le vérifiant.

4. Soit tg € I et Yy € K". On appelle probléeme de Cauchy (en (¢, Yp)) le systéme

Y'=AY + B
Y(tg) = Yo
I1.1.2 Exemple X R Y, = 2yp +yo + !
Dans le cas n = 2, un tel systeme peut étre ¢~ )
Yo = y1 + 2y2 +sin(t)

I1.1.3 Théoréme
Avec les notations de la définition, un probleme de Cauchy posseéde une unique solu-
tion.

Les hypothéses sont B € C(I,K"), I est un intervalle infini et o € I.

Preuve.
Admis u

I1.1.4 Théoréme
Soit A € M, (K) et (H) le systéme différentiel Y’ = AY. L’ensemble Sy de ses
solutions est un sous-espace vectoriel de C*°(I, K™) de dimension n.

Si B € C(I,K™), 'ensemble des solution de Y’ = AY + B est un sous-espace affine
de direction Sp, c’est a dire que les solutions sont de la méme forme que pour les
équations scalaires précédentes.

Preuve.
Comme pour l'ordre 2 scalaire, on construit une bijection linéaire entre Sy et K"
grace au théoreme [[I.1.3] [

II.2 Cas A diagonalisable
II.2.1 Résolution

YL =2y + Y2

Yo =y1+ 292

La matrice A = (? ;) peut s’écrire A = PDP~ ' ou P = (1 _11) et D= (g ?)
On a maintenant Y’ = AY <= Y’ = PDP~'Y <= P~'Y’ = DP~'Y. Si on pose

X = P7Y (ie Y = PX), alors le systéme différentiel devient Y’ = DY (la multiplica-

tion par la matrice P~! consiste en des sommes et des produits par des constantes donc

P~lY" = (P~Y) par linéarité de la dérivation).

Résolvons {

= 31‘1

/
x
En notant X = (;1> on obtient { } que l'on sait résoudre. Il existe a,b € R

2 Ty = T

tels que x1 : t — ae3t et xo : t — bel.

B B 1 o 1\ s -1\ ;  [ae3’ — bet
OrYPXP(xz).Am&Y.t»—)a(l)e +b<1)€ <ae3t+b6t .

Chap 11 : Equations différentielles linéaires



4/

I Systemes différentiels linéaires

I1.2.2 Remarque importante

Nous n’avons pas eu besoin du calcul de P~'. La méthode précédente est & retenir,
surtout le passage de Y a X.

I1.2.3 Proposition
Soit A € M, (K) diagonalisable dans K. On note Aq,...,\, ses valeurs propres et
Vi,...,V, des vecteurs propres associés, qui forment une base de K".

Alors I'ensemble des solutions de Y/ = AY est Vect(t — e MV, ... 1+ eMtV,).
Preuve.
C’est une généralisation facile de I’exemple précédent. [

11.2.4 Matrice réelle diagonalisable dans M,,(C)

Dans ce cas, on obtient dans le théoreme précédent, des expressions de la forme eMV
et eMV . On admet que I'on peut les remplacer par Re(e*V) et Im(eMV).
I1.2.5 Exemple

. 1 2
Traiter le cas A = 1 3

I1.2.6 Limite et parties réelles des valeurs propres

Notez que 1’exponentielle réelle qui apparait est de la forme eR¢™)- A quelle condition
0
peut-on dire que toutes les solutions Y vérifient Y (t) — i e
t—4o00
0

I1.2.7 Cas A trigonalisable

On peut faire un résolution de proche en proche. Chaque ligne devient une équation
scalaire d’ordre 1 a résoudre.

I1.2.8 Second membre

Si le systéme est de la forme Y/ = AY + B avec B continue, on reprend les notations
de I'exemple. On trouve X’ = DX + P~1'B et il faut calculer P~! pour trouver X avant
de calculer Y.

II.3 Lien avec les équations scalaires a coefficient constant

I1.3.1 Transformation du probléme

Yy
On souhaite résoudre y® —2y” —y/+2y = 0. Onpose Y = | v/

1"

et ’équation devient

01 0
Y'=10 0 1]Y
2 1 =2

I1.3.2 Equation caractéristique

D’apres le cours sur les matrices compagnons, le polyndéme caractéristique, dans le cas
général, est directement lisible sur I’équation, comme pour l'ordre 2.

n—1 .
Plus précisément, si on veut résoudre y(™ + > a;y~" = 0, le polyndme caractéristique

i=0
n—1 .
de la matrice obtenu est X™ + Y a;X". On retrouve bien le résultat connu quand n = 2.
i=0
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