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I Equations scalaires

I.1 Rappels de lére année

I.2 Ordre 2, coefficients non constants

Théoréme 1 (Cauchy-Lipschitz)

Soient a,b,c € C(I,K). Soient également ty € I, vg,v), € K. Le probléeme de Cauchy
y"(t) +at)y'(t) + b(t)y(t) = c(t)
y(to) = vo
Y'(to) = vg

posseéde une unique solution C2(I,K) définie sur 1.

Théoréme 2

Soient a,b,c € C(I,K). L’ensemble des solutions sur I de I'équation y”(t) + a(t)y’(¢) +
b(t)y(t) = c(t) est un espace affine de dimension 2. Sa direction est I’ensemble des solutions
de I’équation homogene associée.

Plus précisément, les solutions de (Eg) y"(t) +a(t)y’ (t) +b(t)y(t) = 0 sont de la forme
t— Ay1(t) + py2(t) (pour A, u € K quelconques) olt y1,y2 sont solutions de (Ep) et non
proportionnelles et toute solution de (E) est de la forme y, + yg ot y, est une solution
particuliere de (E) et yg une solution quelconque de (Eg).

II Systemes différentiels linéaires

II.1 Cauchy-Lipschitz

Définition 1 n

Soit Y € D(I,K™) une fonction & valeurs vectorielles. On pose Y = . Soient égale-

Yn
ment B € C(I,K™) et une matrice A € M,,(R).

1. Le systéme d’équations différentielles Y’ = AY + B est appelé un systéme différen-
tiel linéaire & n équations et n inconnues, a coefficients constants.

2. Le systéme homogeéne associé est Y/ = AY. Il est défini sur R a priori.
, Yn le vérifiant.
4. Soit tg € I et Yy € K”. On appelle probléeme de Cauchy (en (g, Yy)) le systeme
Y'=AY +B
{Y(to) =Y

3. Résoudre un tel systéme, c’est trouver toutes les fonctions yq, . ..

Théoréme 3
Avec les notations de la définition, un probleme de Cauchy possede une unique solution.
Les hypotheses sont B € C(I,K"), I est un intervalle infini et tg € I.

Théoreme 4
Soit A € M,,(K) et (H) le systeme différentiel Y’ = AY. L’ensemble Sy de ses solutions
est un sous-espace vectoriel de C*°(I,K™) de dimension n.

Si B € C(I,K™), 'ensemble des solution de Y’ = AY + B est un sous-espace affine de
direction Sy, c’est a dire que les solutions sont de la méme forme que pour les équations
scalaires précédentes.

II.2 Cas A diagonalisable

Proposition 1
Soit A € M,,(K) diagonalisable dans K. On note A1, ..., A, ses valeurs propres et V1, . ..
des vecteurs propres associés, qui forment une base de K”.

Alors I’ensemble des solutions de Y/ = AY est Vect(t +— e V.
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II.3 Lien avec les équations scalaires a coefficient constant

Chap 11 : Equations différentielles linéaires
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