PTSI DM 8 2016-2017

Devoir maison 9

A rendre le au plus tard le 03/03/2017. Vous pouvez rédiger ce devoir a 2.

Exercice 1 9 1
Dans cet exercice, on va étudier et utiliser la matrice A = (1 2)

Partie 1
1. Soit A € R. Calculer det(Al; — A).

2. L’équation det(AI; — A) = 0 est appelée équation caractéristique de la matrice A. Résoudre cette équation. On
notera A; < Ag les solutions (indication cachée dans I’énoncé : ces solutions sont réelles. Pourquoi 7).

3. Justifier que I'équation (I — A)X = 0 d’inconnue X € R? posséde des solutions non nulles. Calculer ensuite ces
solutions et interpréter géométriquement 1’ensemble obtenu.

4. Méme question avec I’équation (315 — A)X = 0.

1 1
-1 1

6. On pose D = P~1AP. Quelle est la forme particuliere de D ?
7. Calculer D™ pour tout n € N.

5. On pose P = ( ) Montrer que P est inversible et calculer P~1.

8. Pour n € N\{0}, exprimer A" en fonction de P et D. On commencera par le cas n = 1

9. Montrer que A™ = % (gn i_ 1 gn J_r 1)

Partie 11

On consideére les deux suites (a,,), (b,) € RY définies par ag = 2,by = 1 et pour tout n € N {an+1 = 200+ bn
bnt1 = an + 2by,

Calculer ay, b1, as, bs.

Montrer que pour tout n € N on a a,,b, € N.

Montrer que la suite (a,, — b,,) est constante.

En déduire la division euclidienne de a,, par b, puis le pged de a,, et b, pour tout n.

Fr o W=

Montrer que a,, est de la parité de l'entier n.

6. Soit n € N. On pose X,, = <zn> Ecrire une relation liant X,,, X, 11 et A.

n

7. Montrer que X,, = A" X, pour tout n € N.

8. Exprimer a,, et b, en fonction de I'entier n € N.

Partie III

Dans cette partie, on étudie la suites (a,,) d’une autre maniére.

1. Pour n € N, exprimer a, 2 en fonction de a, 11 et a,, uniquement.
2. En déduire 'expression de a, en fonction de n.

3. Retrouver le résultat a,, € N pour tout n € N avec cette expression.

4. Donner un équivalent simple de (a,,).



