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I Sommes et produits d’espaces

I.1 Produit d’espaces vectoriels

Proposition 1 (Espace produit)
Soient F, F' deux K-espaces vectoriels. Les opérations suivantes font de E' x F' un K-espace
vectoriel :

L V(z,y),(@,y) e ExXF (x,y) + (2",y) = (x + 2",y +¢).

2. V(z,y) € E x FYXA € K XNz,y) = (Az, \y).

Corollaire 1

n
Si Ej...,E, sont des K-espaces vectoriels, alors [] E; est un K-espace vectoriel pour la
i=1

loi produit définie précédemment (c’est & dire qu’c?n somme composante par composante
les n-uplets et qu’on les multiplie toutes par A € K).

Rappelons que le produit cartésien d’ensembles est associatif, ce qui justifie la notation
n

1

i=1
Proposition 2
Soit E, F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors Ex F est un K-espace vectoriel de dimension finie et dim(E X F') = dim F+dim F'.

Corollaire 2 n

Soient Fj ..., E, des K-espaces vectoriels de dimensions finies. Alors [] E; est de dimen-
i=1
sion finie et

1.2 Espaces supplémentaires
Définition 1
Soient ' un K-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces. La somme de F et G est FF+G =
{zr +zg| zr € F et ¢ € G}.
C’est un espace vectoriel et on a méme F' 4+ G = Vect(F U G).
Définition 2
Soient £ un K-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces de E.
On dit que F' et G sont supplémentaires dans E et on note E = F @ G ssi

Vee E 3 (zp,zq) € FxGx=2xp+z¢

Avec ces notations, z g est appelé le projeté de  sur F' dans la direction G (ou parallélement
a G) et zg le projeté de z sur G dans la direction F.

Lemme 1
Soient E un K-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces de E.

FxG — FE

est un isomorphisme.
(xp,2G) = zp+aG

FoG=F < go:{

Corollaire 3
En dimension finie, SI E = F @ G Alors dim(E) = dim(F) 4+ dim(G).

Proposition 3
Avec les notations de la définition,

E=F+G

E=Fp(G —
b {FnG_{oE}

Théoréme 1 (Théoréme de la base adaptée)
Soit E un espace de dimension fini et F, G des sous-espaces de F.

E = F ® G ssi la concaténation d’une base de F' et d’une base de G est une base de
E. On dit que la base obtenue (par concaténation) est adaptée a la somme F @ G.

Proposition 4 (Caractérisation des supplémentaires)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F, G deux sous-espaces de E.
E=F+@G

dim(E) = dim(F) 4+ dim(G)

FnG={0g}
dim(E) = dim(F') + dim(G)

FoGE=F < {

<= la concaténation d’une base de F et d’une base de G est une base de E.
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Définition 3
Soit E un K-espace vectoriel. Soient également F, G deux sous-espaces de E, supplémen-
taires dans F. Tout x € E s’écrit donc de maniére unique comme zp + xg avec rp € F

. E — , . N N
et z¢ € G. Lapplication p : { o est appelé projecteur sur F' parallelement a
G (ou de direction G).
EFE — FE

L’application s : { est appelé symétrie par rapport a F' parallele-

r +— T —Ig
ment & G (ou de direction G).

Théoréme 2
Soit E un K-espace vectoriel. Soient également F, G deux sous-espaces de F, supplémen-
taires dans F

1. Soit p le projecteur sur F' de direction G. On a alors :
— pEL(E)
—pP=p
— kerp=G
— Imp=F =ker(Idg — p)

2. Réciproquement si f € L(E) vérifie f?
ker(f — Id) dans la direction ker(f) (et on a donc ker(f) @ Im(f) =

Théoréme 3

Soit F un K-espace vectoriel. Soient également F, G deux sous-espaces de F, supplémen-
taires dans F

= f alors f est le projecteur sur Im(f) =

1. Soit s la symétrie par rapport a F' dans la direction G. Alors :
— s€GL(E) et 82 = Idg ie. s =571
— F =ker(s—Idg) = {z € E| s(z) =z}
— G =ker(s+ Id) = {z € E| s(z) = —x}
2. Réciproquement, soit f € L(E). Si f2 = Idg alors f est la symétrie par rapport a
ker(f — Idg) parallelement & ker(f + Idg) qui sont donc supplémentaires dans E.

1.3 Somme et somme directe
Définition-Proposition 1
Soit E un K-espace vectoriel et F; ... F), des sous espaces de F.

p
1. La somme des espaces (Fi)icpip) est >, Fy = {ur + - +up| u1 € Fyetuy €
i=1

Fyet ... et up, € F,}. Clest le sous espace de E engendré par les F;
P p
2. On dit que la somme F' = ) F; est une somme directe et on note F' = @ F; ssi
i=1 i=1
tout vecteur u € F' s’écrit de maniére unique sous la forme u = u; + - - - +u,, avec
Vi € [[l,pﬂui € F;.

La somme et la somme directe sont associatives, ce qui permet de justifier a posteriori
l'utilisation de > et @

Lemme 2

P
Soit E un K-espace vectoriel et Fy ... F, des sous espaces de E et notons F = Y F;

i=1
est un isomorphisme.

P
_ : . Hf:lFi
Pe@r = il 100

Théoreme 4
Soient F7, ..

- F
=Y

, I, des sous espaces de F. La somme Z F; est directe ssi
i=1

V(ug,...,u U, =0 <= ui =us =---=up, =0g.

p
ye[[Fiwm+-+
i=1

Ainsi il suffit de vérifier que le vecteur nul posséde une unique écriture sous forme de
somme.

Définition-Proposition 2 (Théoréme de la base adaptée)

Soient F1,. .., F), des sous espaces de E, de dimensions finies. Notons F' = Z F;.
=1

p
F = @ F; ssi la concaténation de bases des F; est une base de F.
i=1
Une telle base de F est dite adaptée a la somme directe.

II Espaces stables

II.1 Endomorphisme induit

Définition 4
Soit f € L(FE) et F un sous-espace de E. On dit que F est stable par f ssi f(F) C F.
Proposition 5

Soient f,g € L(F) deux endomorphismes d’un espace vectoriel F.
Si fog=go f alors ker(f) est stable par g et ker(g) est stable par f

I1.2 En dimension finie

Théoréme 5
Soit F' un sous-espace de E/, Br une base de F' que ’on complete en une base B de E. On
note n = dim(E) et p = dim(F))

F est stable par f ssi Matg(f) est de la forme <61 g) ol
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— A€ My(K) (et on aalors A= Matg,(fir))
— Be Mp,nfp(K>

— C € M,—,(K)

— 0 représente la matrice nulle de M,,_,,

IIT Hyperplans et équations

III.1 Hyperplans

Définition-Proposition 3
Soit E' un K-espace vectoriel de dimension n € N\{0}. Soit H un sous-espace de E.

dim(H) =n—1 <= il existe un supplémentaire de H qui soit une droite.

Dans chacun de ces deux cas, on dit que H est un hyperplan.

Lemme 3
Soient f,g € L(FE,K) deux formes linéaires.
ker(f) = ker(g) ssi f et g sont proportionnelles ssi il existe o € K* tel que g = af.

Théoreme 6
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 0 et B = (e;);e[1,n] une base de E.

ai
Pour un hyperplan H il existe | : | € K" non nul tel qu'une équation de H dans la
an
Ty
base B soit ayx1 + asxs + - - - + apxy, = 0 ce qui signifie que x € E de coordonnées
Tn

(dans B) appartient & H ssi ajx1 + asxo + -+ - + apx, = 0.
Toutes les autres équations de H dans B sont proportionnelles a celle-ci.

II1.2 Systémes d’équations

Théoréme 7
Soit £ de dimension n > 0 et p < n.
1. l'intersection de p hyperplans de E est de dimension au moins n — p.
2. réciproquement, tout sous-espace de dimension p est I'intersection de n — p hyper-

plans (et posséde donc un systéme d’équation & n — p équations et n inconnues
dans une base fixée de E).
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