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Iþ Anneauþ desþ polynômesþ àþ uneþ indéterminéeþ

I.1þ Définitionsþ
Définitionþ 1þ

1.þ Onþ appelleþ polynômeþ àþ uneþ indéterminéeþ àþ coefficientsþ dansþ K touteþ suiteþ station-
naireþ enþ 0þ d’élémentsþ deþ K :þ (a0, . . . , an, 0, 0, . . . ) .þ
Enþ pratique,þ uneþ telleþ familleþ estþ notéeþ sousþ laþ formeþ a0+a1X+a2X

2+· · ·+anX
n =∑n

k=0 akX
k = P = P (X).þ X n’estþ pasþ uneþ quantitéþ réelleþ ouþ complexeþ inconnue,þ

c’estþ unþ objetþ formelþ queþ l’onþ appelleþ l’indéterminé.þ
L’ensembleþ desþ polynômesþ àþ uneþ indéterminéeþ àþ coefficientsþ dansþ K estþ notéþ K[X].þ

2.þ Onþ appelleþ polynômeþ constantþ lesþ polynômesþ deþ laþ formeþ a0X0,þ a0 ∈ K,þ c’estþ àþ
direþ lesþ polynômesþ n’ayantþ queþ leþ premierþ coefficientþ éventuellementþ nonþ nul.þ Plusþ
particulièrementþ onþ noteþ 0 leþ polynômeþ ayantþ tousþ sesþ coefficientsþ nuls.þ

3.þ Onþ appelleþ monômeþ unþ polynômeþ n’ayantþ qu’unþ coefficientþ nonþ nul,þ c’estþ àþ direþ deþ
laþ formeþ akXk.þ

Définitionþ 2þ
Avecþ lesþ notationsþ deþ ??þ

1.þ Siþ P 6= 0,þ onþ appelleþ degréþ deþ P etþ onþ noteþ degP leþ plusþ grandþ entierþ k pourþ lequelþ
ak 6= 0.þ

2.þ Parþ conventionþ onþ poseþ deg 0 = −∞.þ

3.þ Pourþ n ∈ N onþ noteþ Kn[X] l’ensembleþ desþ polynômesþ deþ K[X] deþ degréþ inférieurþ
(ouþ égal)þ àþ n.þ

4.þ Leþ coefficientþ deþ degréþ degP estþ appeléþ coefficientþ duþ termeþ deþ plusþ hautþ degréþ ouþ
coefficientþ dominantþ deþ P .þ Siþ ceþ coefficientþ estþ 1,þ leþ polynômeþ P estþ ditþ unitaire.þ

Théorèmeþ 1þ (Identificationþ desþ coefficients)þ
Deuxþ polynômesþ deþ K[X] sontþ égauxþ ssiþ leursþ coefficientsþ sontþ égaux,þ ie.þ

∑
akXk etþ∑

bkX
k sontþ égauxþ ssiþ ∀k ∈ Nak = bk.þ

Définitionþ 3þ
1.þ Soitþ P ∈ K[X],þ P =

∑
k∈N

akX
k etþ λ ∈ K.þ Onþ appelleþ valeurþ deþ P enþ λ etþ onþ noteþ

P (λ) l’élémentþ deþ K définiþ parþ
∑
k∈N

akλ
k.þ

2.þ Onþ définitþ uneþ applicationþ fP :

{
K → K
x 7→ P (x)

.þ C’estþ laþ fonctionþ polynomialeþ

associéeþ àþ P .þ Onþ pourraitþ égalementþ laþ noterþ P̃ .þ

I.2þ Opérationsþ surþ lesþ polynômesþ
Définition-Propositionþ 1þ
Soientþ P,Q ∈ K[X],þ P =

∑
k∈N akXk etþ Q =

∑
k∈N bkX

k.þ

1.þ Onþ appelleþ sommeþ deþ P etþ Q (notéþ P +Q)þ leþ polynômeþ
∑

(ak + bk)X
k.þ

2.þ Onþ appelleþ produitþ deþ P etþ Q (notéþ PQ)þ leþ polynômeþ
∑

ckX
k oùþ ck =

∑k
i=0 aibk−i =∑

i+j=k

aibj.þ

3.þ Enþ particulierþ siþ λ ∈ K,þ λP =
∑

λakX
k.þ

Définitionþ 4þ
Soitþ P,Q ∈ K[X],þ P (X) =

∑
k∈N akX

k.þ Onþ appelleþ composéþ deþ Q parþ P etþ onþ noteþ P ◦Q
ouþ P (Q) leþ polynômeþ P ◦Q(X) =

∑
k∈N akQ

k(X)..þ
Onþ aþ bienþ sûrþ poséþ Q0 = 1.þ

Propositionþ 1þ
Soientþ P,Q ∈ K[X].þ

fP±Q = fP ± fQ, fPQ = fP × fQ, fP◦Q = fP ◦ fQ

I.3þ Degrésþ
Théorèmeþ 2þ
Soientþ P,Q ∈ K[X] etþ λ ∈ K.þ

1.þ deg(PQ) = degP +degQ.þ Onþ remarqueþ queþ cetteþ formuleþ estþ vraieþ mêmeþ pourþ leþ
polynômeþ nul.þ

2.þ deg λP = −∞ siþ λ = 0 etþ deg λP = degP sinon.þ
3.þ deg(P ◦Q) = deg(P )× deg(Q) siþ Q n’estþ pasþ leþ polynômeþ nul.þ

Théorèmeþ 3þ
Soientþ P,Q ∈ K[X].þ deg(P + Q) 6 max(degP, degQ) avecþ égalitéþ siþ cesþ degrésþ sontþ
distinctsþ ouþ siþ lesþ coefficientsþ dominantsþ sontþ non-opposés.þ
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