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I Anneau des polyndtmes & une indéterminée

I.1 Deéfinitions
Définition 1
1. On appelle polynéme a une indéterminée a coefficients dans K toute suite station-
naire en 0 d’éléments de K : (ag,...,a,,0,0,...) .
En pratique, une telle famille est notée sous la forme ag+a1 X +as X2+ -+a, X" =
ZZ:O ar Xk = P = P(X). X n’est pas une quantité réelle ou compleze inconnue,
c’est un objet formel que l’on appelle lindéterminé.

L’ensemble des polynomes & une indéterminée a coefficients dans K est noté K[X].
2. On appelle polynome constant les polynomes de la forme agX°, ag € K, c’est a

dire les polynomes n’ayant que le premier coefficient éventuellement non nul. Plus
particuliéerement on note 0 le polyndme ayant tous ses coefficients nuls.

3. On appelle monéme un polynéme n’ayant qu’un coefficient non nul, c’est 4 dire de
la forme ap X",

Définition 2
Avec les notations de 77

1. 8i P #0, on appelle degré de P et on note deg P le plus grand entier k pour lequel
[43% 7& 0.

2. Par convention on pose deg( = —oo.

3. Pour n € N on note K,[X] Uensemble des polynomes de K[X| de degré inférieur
(ou égal) an.

4. Le coefficient de degré deg P est appelé coefficient du terme de plus haut degré ou
coefficient dominant de P. Si ce coefficient est 1, le polynéme P est dit unitaire.

Théoréme 1 (Identification des coefficients)
Deux polynomes de K[X]| sont égaux ssi leurs coefficients sont égauzx, ie. > apXy et
S bp X* sont égaur ssi Vk € Nay, = by,.

Définition 3
1. Soit P € K[X], P = Y apX* et A\ € K. On appelle valeur de P en X et on note

keN
P(\) lélément de K défini par > apAF.
keN
P L J K = K , . .
2. On définit une application fp : { r > Pla) C’est la fonction polynomiale

associée o P. On pourrait également la noter P.

1.2 Opérations sur les polynémes
Définition-Proposition 1
Soient P,Q € K[X], P =Y, cyaxXr et Q =Y,y beX".
1. On appelle somme de P et Q (noté P+ Q) le polynome > (ay, + by,) X*.
2. On appelle produit de P et Q (noté PQ) le polynéme . cx X* ot c, = Z?:o a;bg_; =
> ab;.

itj=k
3. En particulier si A\ € K, A\P =Y Aax XF.
Définition 4
Soit P,Q € K[X], P(X) = > en ap X*. On appelle composé de Q par P et on note PoQ
ou P(Q) le polynome P o Q(X) =3, .y axQF(X)..

On a bien sir posé Q° = 1.

Proposition 1
Soient P, Q € K[X].

frrq = fp £ fq, fro = fr X fq, froq = fPo fo

1.3 Degrés

Théoréme 2
Soient P,Q € K[X] et A € K.
1. deg(PQ) = deg P +deg Q. On remarque que cette formule est vraie méme pour le
polynéme nul.
2. deg AP = —00 si A =0 et deg AP = deg P sinon.
3. deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q) si Q n’est pas le polynéme nul.
Théoréme 3

Soient P,Q € K[X]. deg(P + Q) < max(deg P,deg Q) avec égalité si ces degrés sont
distincts ou si les coefficients dominants sont non-opposés.
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