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I.1 Série entiere 1.3 Calcul du rayon de convergence
Définition 1
— Une série entiére de variable z € K est une série de la forme > a,2" ol a, € K.
— Les termes de la suite (a,)nen sont appelés les coefficients de la série entiére.
— Pour chaque zy € K on étudie la convergence de la série numérique > a, 2y L’en-
semble des zy € K pour lesquels la série entiére converge est appelé domaine de
convergence. 2. Siap, = O1o0(|br]) alors R, > Ry (en particulier dans le cas a, = 0100(|br]) )-

Proposition 2
Soient Y a, 2™ une série entiere de rayon de convergence R, et > b,z une série entiére
de rayon de convergence R

1. Si |ay| < |by| (au moins & partir d’un certain rang), alors R, > Ry

+o0 .
— La somme de cette série entiére est la fonction f : z — Y a,2" définie sur le 3. Si |an| e b, | alors Ry = Ry,
n=0
domaine de convergence. Loy
& Théoreme 3
Soient Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R, et > b,2z" une série entiére

de rayon de convergence Ry.

Lorsque la variable est réelle, on la note x plutét que z.

Proposition 1 (Rappel) 1. Pour X\ € C*, la série entiere Y Aa, 2" est de rayon de convergence R,. Le cas A = 0
Soit (b,) € CN une suite de nombres complexes. donne un rayon infini.
2. Le rayon de convergence R de la série Y (ayn + by)z™ vérifie R = min(R,, Rp) si
by, njrooo g |bn|nﬁjw0 Ry # Ry et R > R, dans le cas R, = Ry.
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3. Le rayon de convergence R de la série entiere Y c,z™ = Y anz™ X Y bya™ vérifie
R > min(R,, Rp).

Proposition 3
Soit (a,,) € CN. Les séries entieres > a,z" et Y. na,z" ont le méme rayon de convergence.

I.4 d’Alembert

Théoréme 4 (Régle de d’Alembert)

Soit (u,,) € RY telle que ¥n € N u,, > 0. Supposons que % — L.
1. Si ¢ < 1 alors > u, converge (on a méme Vg €4, 1] uy, = 0100(q™)).
2. Si £ > 1 alors > u, diverge grossiérement (car u, = +00).

3. Sil =1 la série > u, peut étre divergente ou convergente.

Proposition 4
Soit > a,z™ une série entiere. On suppose que a, # 0 (au moins & partir d’'un certain
rang).

Si (%) admet une limite £ € R*U{+o0}, alors le rayon de convergence de Y a,,z"
est :
— 0 dans le cas ¢ = +o0
— +oo dans le cas £ =0

— 7 dans le cas £ €]0, +0o0|.

ITI Propriétés de la somme, cas réel

II.1

Théoréme 5

Intégration

—+oo
Soit f:x — > apz™ la somme d’une série entiere de rayon de convergence R > 0.
n=0
Alors f est continue sur son domaine de convergence (qui inclut | — R, R[ et peut étre
éventuellement fermé en £R).

Théoréme 6 (Intégration terme a terme)

+oo
Soit f:x— > ana™ la somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0.

n=0
T +oo a +ooa L
Vre|—-R,R t)dt = npntl — g
|- RRL [ 10 D I

Remarquons que les séries entieres qui interviennent ici sont de rayon de convergence R
exactement d’apres

I1.2 Dérivation

Théoréme 7 (Dérivation terme a terme)
Soit f la somme de la série entiere Y a,a™ de rayon de convergence R > 0.
f est de classe C*° sur | — R, R[ et pour €] — R,R[ on a

+o00 +o00
flx) = Z nanpx" "t = Z (n+ Daypi2™.
n=1 n=0
et plus généralement
+o0 | +o0 JAY
Vk € Nz €] - R, R[ f*¥(z) = > (nﬁi'k)'anx"*’“ =3 %amk:ﬂ”
n=k ’ n=0 :

Remarquons que les série entiére qui définissent f” et les f*) sont également de rayon de
convergence R.

Corollaire 1
Soit > anx™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 et f sa somme. Alors

_ ™
- n!

an pour tout n € N.

Corollaire 2 (“Identification” (unicité) des coefficients)
Les coefficients d’une série entiére de rayon non nul sont uniques.

Plus précisément, si Y a,a™ et > b,a™ sont de rayons non nuls et vérifient pour un
a >0 que

—+oo +oo
Ve €] — a,af Zanx" = Z bpz"
n=0 n=0

alors Vn € N a,, = b,,.

IIT Développement en série entiere

II1.1 Fonctions développables

Définition 2
Soit f une fonction de classe C* sur I tel que 0 € I et 0 n’est pas une borne de I. Le

(n)
développement de Taylor de f est la série entiére » fT(O)x”.
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Définition 3 I11.2.1 Formulaire
Soit f : I — K ou I est intervalle qui contient 0 (et 0 n’est pas une borne de I). On dit
que f est développable en série entiére (au voisinage de 0) ssi il existe r > 0 et une A savoir
série entiére Y a,x" tels que : L +00
enrlcl =y el - 11
=
— anx™ est de rayon R > r +00 e
& e (l+a)= ¥ S ze)- 11
+o00 n=1
J— _ — n +oo
Ve €]l —rr| f(x) ngoanx . A+ =3 oz(a—l)..r.LEoz—n+1)xn zel—1,1]
Autrement dit, f est la somme d’une série entiére sur un intervalle | — r,7[# () contenu =0 nﬁl( o
+oo a—
dans I. (4a)* =1+ =0 —gn z €] —1,1]
La série entiére Y a,z™ est appelée développement en série entiére de f. le '
o0
ef =3 reR
+n:0 ‘
o0
, . B (1) 2n
II1.2 Développements en pratique cos(x) = nz;g T)‘f zeR
+ n_2n
Proposition 5 sin(z) = Zo:o (—12) wi '“ reR
sin et cos sont développable en série entiere sur R et pour tout x € R n:O+ (2n+1)!
o0
ch(z) = gi)! reR
+o00 +o0 n=0
_ (71)n 2n . _ (71)n 2n+1 T ot
cos(zx) = Z )] " et sin(x) = Z mx sh(z) = Z &ty reR
n=0 n=0 n=0
A savoir refaire
Proposition 6 oo
sh et ch sont développable en série entiere sur R et pour tout x € R —In(l —2) = z_:l = rel—-1,1]
+oo (’riz)n—l
ch(z) = ——2°" et sh(x) = Py TN
| | . "
— (2n)! oy (2n+ 1)! arcsin(z) = ZO (2n<+1))4" 220+l zel—1,1]
n=
“+oo
-1
Proposition 7 arctan(z) = Zo (2ng1 a2t re]—1,1]
n=

Soit aw € R. fq : @+ (14 x)® est développable en série entiére sur | — 1, 1] et

Xaa=1)...(a—n+1)

(1+az)* =1+ "

n!

n=1

Le coefficient de 2™ est un quotient d’un produit de n termes par n!.

Si a € N| le rayon de convergence est 400 et le développement est en fait une somme
finie.
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