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I Cadre théorique

I.1 Ensembles dénombrables
Définition 1
Soit F un ensemble quelconque.
1. On dit que F est dénombrable ssi il existe une application ¢ : N — E bijective. En
d’autre termes, on peut écrire E = {xg,x1, ...} sans oublier un seul élément.
2. On dit que E est au plus dénombrable ssi F est fini ou dénombrable.

Théoréeme 1
1. N\{0} est dénombrable.

2. 7Z est dénombrable.
3. N x N et Z x Z sont dénombrables.
4. Si E et F sont dénombrables alors E x F' est dénombrable.

1.2 Espaces probabilisés

Définition 2
Soit € un ensemble que 'on appellera univers. Une tribu sur €2 est un sous ensemble T’
de P(Q2) (les éléments de T sont des sous ensembles de ) qui vérifie les 3 conditions :

1. QeT
2.VAeT A =A=Q\A€T.

3. Si(A4,) €TV alors |J A, €T.
neN

Les éléments de T' (qui sont des ensembles, rappelons le) sont des événements. Le couple
(Q,T) est un espace probabilisable.

Proposition 1
Soit (€2, T) un espace probabilisable.

1. 0eT.
2. Si (A)nen €TY N A, €T.Deplus, (| 4, = U A¢
neN neN neN
Définition 3
Soit 2 un ensemble et T une tribu sur €2. Une probabilité sur 2 est une fonction P qui
associe a chaque événement A une probabilité P(A) € [0, 1] avec les contraintes suivantes :

1. P(Q) =1
2. Si (An)nen est une suite d’événements incompatibles deux a deux (ie disjoints deux
a deux), alors

+o0
P (U An> = Z P(A,,) : propriété de o-additivité
neN n=0

En particulier, toute série de la forme précédente doit converger vers un nombre dans
[0,1].

Le triplet (2,7, P) est appelé un espace probabilisé. Dans la suite du cours, nous
utiliserons ces notations.
Définition 4
Soit A un événement.

1. Si A #£ 0 et P(A) =0 on dit que A est négligeable.

2. Si A#Qet P(A) =1 on dit que A est presque sir.
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1.3 Propriétés des probabilités

Proposition 2 (Adaptation de la lére année)
Soit (2, T,P) un espace probabilisé. Soient A, B deux événements et (A, ),cn une suite
d’événements.

1. P(@)=0

P(A) =P(A) =1 — P(A).

3. Si A C B alors P(A) < P(B).

4. P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) et P(ANB) =P(A) + P(B) — P(AU B).

N N
5 P ( U Ak> < Y. P(Ag) pour tout N € N.
k=0 k=0

N

Théoréme 2
Soit (A )nen une suite d’événements.

1. Si (A,)nen est croissante au sens de 'inclusion (Vn € N A,, C A,,41) alors
r ( U An> = B Fn)
neN
2. Si (Ap)nen est décroissante au sens de Uinclusion (Vn € N A, C A, alors
? ( N An> = B P
neN
Le résultat important est ’existence de ces limites.

+oo
< Y P(A,).

n=0

Proposition 3 (Sous-additivité)
Soit (A, )nen € TN telle que " P(A,,) converge. Alors P <

U a,)

neN

ITI Calcul de probabilités

II.1 Systemes complets

Proposition 4 (Définition d’une probabilité)
Si (A, )nen est une suite d’événements incompatibles deux a deux, alors

+o0
P (U An> => P(A,) € [0,1]
n=0

neN

Définition 5
Notons, pour n € N; A, un événement (donc A, est un sous-ensemble de Q).
On dit que (A,)nen est un systéme complet d’événements ssi V(i,j) € N? i # j =
A;NA; =0 (disjoints 2 & 2) et |J A4, = Q.
neN

Proposition 5
Si (An)nen est un systéme complet d’événements, alors P (

U An> 1
neN
Définition 6
Notons, pour n € N, A, un événement (donc A,, est un sous-ensemble de 2).

On dit que (A,)nen est un systéme quasi-complet d’événements ssi V(i,7) € N2 i #
j=A,NA; =0 (disjoints 2a 2) et P J An) =1.

neN
En d’autre termes, la probabilité qu’aucun des A,, ne soit réalisé est nulle, et I'un

exactement des A, est réalisé presque siirement (avec une probabilité 1, un et un seul des
A, est réalisé).

Proposition 6 (Systéme complet d’événements)
Si (An)nen est un systeme (quasi)-complet d’événements et B est un événement, alors

bE <7LLéJNAn) -1
2. P(B) = SX B(BN Ay)
n=0

On retrouve le cours de premiére année en prenant un systéme complet fini (tous les A,
sont vides sauf les quelques premiers).

I1.2 Probabilités conditionnelles
Définition-Proposition 1
Soit B un événement tel que P(B) > 0.

P(ANB)
P(B)

1. Pour un événement A, la probabilité de A sachant B est P(A|B) =

T — [0,1)
A — Pg(A) =P(A|B)
babilité conditionnelle sachant B.

2. L’application Pp : { est une probabilité. C’est la pro-

et toute série de la forme précédente (série de probabilités d’événements deux a deux Proposition 7 (Formule des probabilités composées)

incompatibles) est une série & termes positifs convergente, de limite (somme de la série)
dans [0, 1]

1. Pour A, B des événements, si P(B) > 0 alors P(A N B) = P(A|B)P(B). Rappelons
en plus que P(AU B) =1 —P(AN B)
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n—1
2. Si Aq,..., A, sont des événements tels que P ( N Ak) # 0 alors
k=1

k=1

k=0

Proposition 8 (Probabilité totales)
Il s’agit de traduire les propriétés des probabilités vis-a-vis de l'intersection en termes de
probabilités conditionnelles.

1. Soit A un événement ni négligeable ni presque sfir (P(A4) €]0, 1]). Alors A, A forment
un systéme complet d’événements et pour tout événement B,

P(B) = P(B|A)P(A) + P(B[A)P(A).

2. Pour (A,,)nen un systéme complet d’événements (y compris fini) et B un événement
—+oo
P(B) = ) P(B|An)P(A,)
n=0

ou l'on convient que P(B|A,)P(A,) =0 si P(4,) =0.

Proposition 9 (Formule de Bayes)
Soient A, B deux événements non négligeables (P(A) > 0 et P(B) > 0). Alors

P(B|A) = ];Ei;P(AB).

En pratique, on calcule souvent le dénominateur par la formule des probabilités totales.

I1.3 Evénements indépendants

Définition 7
Soient A, B deux événements
On dit que A et B sont indépendants ssi P(A N B) = P(A)P(B).

Définition 8
Soient Aj,..., A, des événements. On dit qu’ils sont indépendants ssi

VI C[1,n]P(() Ai) = [ P(A)
iel iel
Proposition 10
Si (A, B) sont indépendants, il en est de méme de (A€, B), (A, B¢), (A% B¢). On peut
généraliser ce résultat & n > 2 événements indépendants (et mettre des complémentaires
ou non ot bon nous semble).

IIT Variables aléatoires

III.1 Lois
Définition 9
1. Une variable aléatoire discréte est une fonction X : Q@ — R ot X (€2) (I’ensemble
des valeurs de X) est dénombrable ou fini.

2. Si H est un ensemble de valeurs de X (on a donc H C X(Q2)), on note (X € H)
'événement “X prend I'une des valeurs dans H”, c’est a dire Pensemble X ~'(H)
(image réciproque par la fonction X de I'ensemble H).

3. Si x est I'une des valeurs que peut prendre X (ie. z € X(f2)), on note (X = x)
I'événement X ~1({x}), c’est a dire I’événement “X prend la valeur z”

Théoréme 3
Soit X une variable aléatoire discréte sur Q. Notons {z,| n € N} Pensemble de ses valeurs.
Alors ((X = 2p))nen est un systéme complet d’événements.

Définition 10
Soit X une variable aléatoire discrete. La loi de X est 'application

Py {

Avec les notations du théoréme précédent, il s’agit de donner, P(X = z,,), pour tout
n € N.

X(€Q) — [0,1]
x — PX=ux)

I11.2 Loi usuelles

Définition 11
On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi géométrique de parameétre p €]0,1[ (on note
X < G(p)) ssi

Vk € N\{0} P(X = k) = p(1 — p)k~ L.

En particulier, ensemble des valeurs de X est X (Q) = N\{0}

Proposition 11
Soit X une variable aléatoire, X < G(p) pour un p €]0,1[. Soient n, k € N\{0}. P(X >
n+ kX >n)=PX > k).

On dit que la loi géométrique est sans mémoire.
Définition 12
Soit A €]0, +o00[. On dit qu’une variable aléatoire X a valeurs dans N suit la loi de Poisson
de parametre A (noté X < P(N)) ssi

v

VkeNPB(X = k)= 7.

Chap 7 : Probabilités
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II1.3 Loi conjointe, indépendance

Définition 13
Soient X, Y deux variables aléatoires discretes sur Q. On note {z,| n € N} et {y.,,| m € N}
les valeurs possibles de X et Y respectivement.
1. La loi conjointe du couple (X,Y) est la loi décrite par la donnée de P(X =
Zn, Y = ym,) pour toutes les valeurs de n et m.
Il s’agit de la loi de la variable discréte Z = (X,Y).

2. Les lois marginales de la loi conjointe de (X,Y") sont les lois de X et Y.

3. Pour ng € N fixé tel que P(X = x,,) # 0, la loi conditionnelle de Y sachant
(X = zp,) est la loi donnée par P(Y =y | X = p,)

Définition 14
Soient X,Y deux variables aléatoires discretes sur €. on dit qu’elles sont indépendantes
ssi

Ve,y € X(Q) xY(QP(X =2,V =y) =P(X =2)P(Y =y)

ie ssi les événements (X = z) et (Y = y) sont deux & deux indépendants pour toutes les
valeurs possibles de x et y.
Lorsque X et Y sont indépendantes, on note X 1LY

Proposition 12
Soient X,Y deux variables indépendantes et G C X(2),H C Y (). Alors P((X,Y) €
GxH)=P(X e€G) xPY € H).

Proposition 13

—+ 00
Dans ce cas, on appelle espérance de X et on note E(X) le réel > x,P(X = X,,).

n=0
Proposition 14
1. Si X < G(p) pour p €]0,1[ alors X est d’espérance finie et E(X) = %.
2. Si X < P(A) pour A > 0 alors X est d’espérance finie et E(X) = A.
Proposition 15 (Propriétés de ’espérance)
Soient X,Y deux variables aléatoires discretes sur €2, d’espérances finies.

1. Linéarité : soient A\,u € R. AX + pY est d’espérance finie et E(AX + pY) =
AE(X) + pE(Y).

2. Positivité : si X > 0 alors E(X) > 0.

3. Croissance : si Vw € Q X (w) < Y(w) (que 'on note X <Y) alors E(X) < E(Y).

4. Si X et Y sont indépendantes alors XY est d’espérance finie et E(XY) = E(X)E(Y).

Théoréme 4 (Théoréme de transfert)
Soit X une variable aléatoire discrete et f une fonction définie sur X () = {z,| n €
N} a valeurs réelles. f(X) est d’espérance finie ssi Y f(z,)P(X = xz,) est absolument
convergente.
—+o0
Alors E(f(X)) = 3. f(zn)P(X = x,). Ainsi espérance de f(X) est déterminée par
n=0

la loi de X.

Si X, Y sont des variables aléatoires discrétes indépendantes et si on peut calculer f(X) et g(YI)Vv-2 Variance

pour des fonctions f et g alors f(X) et g(Y) sont indépendantes.
On peut résumer par : X 1LY = f(X) 1L f(Y).

Définition 15
Soit (X, )nen 1 variables aléatoires discretes sur Q. On dit qu’elles sont indépendantes ssi
pour k € N\{0} et i1,...,ix € N,V € X;,(Q),..., 2, € X, (QOP(X;, =x71 et ...

k
z) = [[o P(XG, = ).
Autrement dit, on peut calculer toute probabilité d’intersection finie par produit.

IV  Moments d’une variable aléatoire

IV.1 Espérance, variance

Définition 16
Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans X (Q2) = {z,| n € N} C R. On dit
que X est d’espérance finie ssi Y z,P(X = x,) converge absolument.

et Xik =

Définition-Proposition 2
Soit X une variable aléatoire discréte. Si X? est d’espérance finie alors X aussi. Dans ce
cas :
1. on appelle variance de X le nombre réel positif V(X) = E (X — E(X))?) =
E(X?) - B(X)2.
2. on appelle écart-type de X le nombre réel positif o(X) =
Si o(X) =1, on dit que X est réduite.

VX

Proposition 16

1. Si X < G(p) pour p €]0,1[ alors X est de variance finie et V(X) = o5 — .

2. Si X = P(A) pour A > 0 alors X est de variance finie et V(X) = A.
Proposition 17
Soit X une variable aléatoire réelle de variance finie et a,b € R. Alors aX + b est de
variance finie et V(aX +b) = a?V (X).

Chap 7 : Probabilités
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IV.3 Covariance Proposition 20

Définition-Proposition 3 Avec les notations de la définition, on a :

Soient X, Y deux variables aléatoires discretes. Si X et Y admettent un moment d’ordre 2 L. Fx est croissante sur R.
(ie. admettent une variance finie) alors la variable (X — E(X))(Y — E(Y)) est d’espérance 2. lim Fx(z)=0.
finie. e

Dans ce cas on appelle covariance de X et Y le réel 3. IEIEOO Fx(z) =1

cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))) V.2 Fonction génératrice

Définition 19
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N. La fonction génératrice (ou série généra-

Proposition 18 trice) de X est la fonction
Dans les conditions de la définition précédente : +00
1. cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). Gx it ) P(X =n)t
n=0
2. 81 X et ¥ sont indépendantes alors cov(X,Y) = 0. Gx est définie au moins sur le segment [—1,1], C*® sur | — 1,1[ et Gx (1) = 1.
3. la covariance est bilinéaire et symétrique.
Théoréme 6
Proposition 19 Si X et Y sont deux variables aléatoires & valeurs dans N et indépendantes, notons
Soit X,Y deux variables aléatoires admettant une variance finie. Alors X + Y est de Rx et Ry les rayons de convergence de Gx et Gy respectivement. Posons également r =
variance finie et min(Rx, Ry)
VIX+Y)=V(X)+V(Y)+2cov(X,Y) Alors Gx vy est de rayon R > r et
Théoréme 5 (Cauchy-Schwartz) Vi€l —rr[ Gxiv(t) = Gx(H)Gy (1)

On a |cov(X,Y)| < /V(X)V(Y) Théoréme 7

Définition 17 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N et Gx sa fonction génératrice.

Soient X,Y deux variables aléatoires de variance finie et non nulle. Le coefficient de 1. X est d’espérance finie ssi Gx est dérivable en 1 et alors E(X) = G'x(1).

corrélation de X et Y est 2. X est de variance finie ssi Gx est deux fois dérivable en 1 et alors

cov(X,Y)  cov(X,Y)

_ —1,1] V(X) = G% (1) + G (1) = (G (1)".
VX)V(Y) o(X)a(Y) ’

cor(X,Y) =

. . V1 Etude asymptotique
V Fonctions et probabilités
VI.1 Interprétation de la loi de Poisson

V.1 Fonction de répartition Proposition 21

Définition 18 Soit A > 0.
Soit X une variable aléatoire discrete. On appelle fonction de répartition de X et on note On consideére une suite (X,,)n>1 de variables aléatoires telles que X,, — B(n,p,) ol
Fx la fonction Pn ~ %
+oo
Fy - R — R , . Nk
X'z o P(X<2) Pour k € N fixé, onangrfooIP’(Xn:k):e 2r-

Chap 7 : Probabilités
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VI.2 Loi des grands nombres
Théoréme 8 (Inégalité de Markov)
Soit X une variable aléatoire réelle a valeurs positives, d’espérance finie.
E(X)
pat

Va>0P(X > a) <

Théoréme 9 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)
Soit X une variable aléatoire de variance finie.

V(X)

Ve > 0 B(X ~ E(X)| >¢) < 3

Théoréme 10 (Loi faible des grands nombres)
Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires deux a deux indépendantes et de méme loi,
admettant un moment d’ordre 2.n

On pose, pour n > 1, S,, = X}, et on note m = E(X;) 'espérance commune aux
k=1
X5,
Sh,
Vn>0P(|——m|>n — 0
n

n—-+oo

. Pour un n > 0 fixé, la limite est nulle.
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