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I Limites

I[.1 Limite d’une fonction
Définition 1
Soit a € 1. Un voisinage de a dans I est

— un intervalle centré en a si a € R, c’est & dire un intervalle de la forme I N [a —

g,a+ €] pour une >0

— un intervalle de la forme I N [c, 00| si a = +o0.

— un intervalle de la forme IN] — oo, ] si a— = 0.
On dira qu’une propriété est vraie au voisinage de a si elle est vraie pour un voisinage de
a.

Par exemple sin est croissante au voisinage de 0, matis on ne peut rien dire de tel sur
Cos.

Définition 2 B o
Soit f: I — R une fonction, a € I etl € R..
1. Limite en un point : a € R

(a) sil € R on dit que f admet | pour limite en a si
Ve>0da>0Wzel|zr—al<a=|f(x)-I <e.

on dit que f admet —oo pour limite en a siVA € R_Ja >0z € I |z —a| <
a= f(z) < A

it. on dit que f admet +o0 pour limite en a siVA € RyJa >0z € I [z —a| <
a= f(z) > A

2. Limite en l'infini
(a) Sia=+o0

i. sil € R, on dit que f admet | pour limite en +o0o st

(b) i

Ve>03dBeRVzel x> B=|f(z)—Il<e

ii. on dit que f admet +0co comme limite en +oo si VA € R,IB € RTVz €
Iz>B= f(z) > A.

iii. on dit que f admet —oo comme limite en +oo si VA € R_IB € RTVx €
Iz>B= f(x) < A.

(b) Sia=—o0

i. sil € R, on dit que f admet | pour limite en —o0 si

Ve >03BeR Ve elz<B=|f(zx)-I<e.

7. on dit que f admet +00 comme limite en —oo si VA € RydB € R™Vx €
ITz<B= f(z) 2 A.

iti. on dit que f admet —oo comme limite en —oo si VA € R_3IB € R™Vx €
Iz<B= f(x) <A

Si l est la limite de f en a on note sowvent f(x) — [ ou f —[.
Tr—a a

Théoréme 1 B
Soit f : I — R une fonction, a € 1. Si f admet une limite finie en a alors f est bornée
au voisinage de a.

Théoréme 2 (Unicité de la limite)
Soit f: I — R une fonction et a € 1.
1. Si f admet une limite en a alors celle-ci est unique. On la note lim f(x) ou encore
Tr—ra
lim f.
a

2. Sia €l et que f admet une limite en a alors lim f = f(a).

Corollaire 1
Les coefficients d’un DL sont uniques. Plus précisément, pour tout n € N et pour toute
fonction qui admet un DL, en a, les coefficients de ce DL sont uniques.

1.2 Caractérisations

Proposition 1 B B
Soit f: I —-R,aclleR.

1. SiaeR alorslim f =1 < lim f(a+h) =1.
a h—0

2. Sil eR alorslimf =1 < liinf(x)—lzo = lil>n|f(m)—l|:0.

1.3 Propriétés des fonctions possédant des limites

Proposition 2 (Inégalités strictes)

Soient f,g : I — R, a € I,1,l'! € R et m,M € R. Supposons en outre que lim f =
letlimg=1 ‘
a
1. Sil <l alors f < g au voisinage de a
2. 8il <M alors f < M au voisinage de a.

8. Sil>m alors f > m au voisinage de a.

Théoréme 3 (Passage a la limite des inégalités larges)
Soient f,g: I =R, [,I' eR,aec I, m,MeR.
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1. Silimf =1 et limg=1 et que f(z) < g(x) au voisinage de a alors I <.
2. Silim f =1 et que f est majoré par M au voisinage de a alors | < M.

3. Silimf =1 et f(x) >m au voisinage de a alors I = m.

II Théorémes d’existence

II.1 Théoréme des gendarmes

Théoréme 4 (Encadrement)
Soient f,g,h: I >R, a€l.

1. Théoreme des gendarmes : Si au voisinage de a on a g(z) < f(z) < h(z) et que
limg=1et limh=1¢€R alors f admet une limite en a et cette limite vaut [.
a a

2. Minoration : Silimg = 400 et que g(x) < f(x) au voisinage de a alors f admet

a
une limite en a et lim f = 4o0.
a

3. Majoration : Silimh = —oco et que f(x) < h(x) au voisinage de a alors f admet

a
une limite en a et lim f = —oo.
a

Corollaire 2 3
Soit f,e: T >R, a€el.
1. Si|f(x)] < e(x) au voisinage de a et lim e(x) = 0 alors lim, f = 0.
T—ra

2. Si f est bornée au voisinage de a et que lim e(x) = 0 alors lim e(z) f(x) = 0.
r—a T—a

I1.2 Opérations

Théoréme 5
Les limites de fonctions se comportent comme les limites de suites pour les opérations
+, ., opposé, inverse. Plus précisément les limites suivantes existent :

Tm, f [I€R|[I€R[IER | +oo | foo | —o0

lim, g 'eR| 400 | —00 | 400 | —00 | —00

lim, f+g | I+ | 00 | —c0 | +oo | FI | —0
lim, f | l€eR | leR* leR* |1=0]4o00 | 400 | —00
lim,g |[I'eR| +oo —00 +00 | 400 | —00 | —00
lim, fg | U |sg(l)oo | —sg(l)oo | FI | 400 | —o0 | +0

lim,f | leR [1eR[1eR | 1eR | 0 [+
lim,g | I’ e R* | o0 0t 0~ 0 | +oo
limag - 0 |sg(l)oo | —sg(l)oo | FI | FI

Attention, si on ne connait pas le signe de g et que g — 0 alors on ne sait pas calculer la
limite du quotient.

Proposition 3 (Composée (ou changement de variable))
Soient f: I —Jetg:J—>R,acl,be J,ceR.

lim g(f()) = c.

T—ra

limf =25 et lill)ng:cﬁ

Théoréme 6 B B
Soient f: I - R, acI,le€R. Soit (u,) € RY telle que u, ? a.

Si f admet 1 pour limite en a alors la suite (f(un)) admet | pour limite en +o00.

II.3 Limites directionnelles
Définition 3
Soit f:I—>R,ael etleR.

On dit que f admet | pour limite a gauche (resp & droite) en a si fin—occ,a[ (T€SP
JiInla+oo) admet | pour limite en a. En tant que limite, il y a unicité de la limite a
gauche et & droite qui est notée lim f ou lim f(z) (resp im f ou lim f(x)).

a— Tr—a at Tr—ra

rx<a r>a

Théoréme 7 (Caractérisation d’une limite finie)
Soient f: I - R, a€ Il €R. Alors

limf=1 <= 1= f(a) et lir}lf:hanf:l.

Définition 4
Soit f : I\{a} — R. On dit que f admet une limite en a si f admet une limite a droite et
a gauche en a et que ces limites sont égales.

IT1.4 Lien avec la monotonie

Théoréme 8 (Convergence monotone)
Soit f :]la,b]— R une fonction croissante. L’intervalle de départ de f étant infini et de
bornes finies ou non.

1. liinf existe. Elle vaut sup(f(I)) = sup(Im(f)) quand f est majorée et +00 sinon.

2. lim f existe. Elle vaut inf(f(I)) quand f est minorée et —oo sinon.
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Si on suppose plutot f décroissante, le théoréme reste vrai en échangeant les bornes
supérieures et inférieures.

Corollaire 3 )
Soit f:I —-Retcel.

1. St f est croissante alors f admet une limite o droite et a gauche en c et on a
hmc* f < f(C) < hIncJr .f

2. Si f est décroissante alors f admet une limite & droite et & gauche en c et on a
liInc+ f g f(C) < hmc* f

IIT Continuité

ITI.1 Fonctions continues
Définition 5
1. Soit f: I - R et a € I. On dit que f est continue en a si elle admet une limite
en a. Dans ce cas on sait que im f = f(a) c’est & dire f = f(a) + o(1). On peut
a a

résumer cette définition de la continuité en a :
Ve>03a Ve €l |z —a| < ae = |f(z) — fla)] <e.

On appelle parfois le réel a(f,a,e) un module de continuité.
2. Si f est continue en tout point de I, on dit que f est continue sur I.
3. On note C(I,R) ou C°(I,R) l’ensemble des fonctions continues de I dans R.

Définition 6
Soit f: I - R etae€l. Onditquef est continue a gauche en a silim,— f = f(a). on
dit que f est continue o droite en a silim,+ f = f(a).

Proposition 4
Soit f: I =R eta €l (etan’estpasune borne). f est continue en a ssi f est continue
a droite et a gauche en a.

Théoréme 9
1. Soient fig € I —» R, a € 1.51 f et g sont continues en a alors les fonctions
f+g,—f, fg sont continues en a. Si f(a) # 0 alors % est définie au voisinage de
a et est continue en a.
Le méme résultat s’applique aux continuités a gauche, a droite et sur un intervalle.
2. Soient f: I — Jetg:J—R (o J estlui aussi un intervalle infini). Soit a € I.
Si f est continue en a et que g est continue en f(a) alors go f est continue en a.

En particulier si f est continue sur I et g continue sur J alors go f est continue
sur I.

II1.2 Propriétés des fonctions continues

Théoréme 10 (Valeurs intermédiaires)
Soit f € C(I,R). Soient a,b € I. Si f(a)f(b) <0 alors il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) =0

Corollaire 4
Si f: I — R est continue et a,b € I et y est entre f(a) et f(b), alors il existe ¢ entre
a etb tel que f(c) =y

Corollaire 5
L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle. Plus précisément, si

f: I — R est continue alors f(I) est un intervalle (toujours avec notre convention pour
I...).

Corollaire 6 (Image d’un intervalle par une fonction continue strictement monoton

Soient f : I — R une fonction continue strictement croissante et a < b € R.
— i1 = [a,8] alors f(I) = [f(a), /(B)].
— Si I =|a,b| alors f(I) =] liIll 1, lzi;I}l fl
— Si I =la,b] alors f(I) =] lir+nf,f(b)]
— 8i 1 =[a,b alors £(I) = [f(a),lim f[
Si f est strictement décroissante, il suffit d’échanger les bornes de f(I).

Théoréme 11
Soient a < b e R et f € C([a,b],R). Alors f est bornée et atteint ses bornes. De maniére
équivalente, l'image d’un segment par une fonction continue est un segment.

II1.3 Bijections

Lemme 1

Soit f: I — R monotone. Si f est discontinue en un point ¢ € I alors f(I) n’est pas un
intervalle.

Théoréme 12

Soit f € C(I,R). On pose J = f(I). C’est un intervalle. Si f est strictement monotone
alors f : I — J est bijective de I dans J et f~1 est continue sur J et strictement monotone
de méme sens de variations que f.

II1.4 Extension aux fonctions a valeurs complexes

Définition 7

Soit f : I — C une fonction. On pose Re f : x — Re f(x) et Im f : © — Im f(z). Ce sont
les parties réelles et imaginaires de f.

On défini alors la conjugué de f, [ :
PAREASAVACHIE

z +— f(z) = Ref —ilmf. et son module
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Définition 8
On dit que f : I — C est bornée si son module [’est.

Définition 9
Soit f: I —-C,aecl etleC. On dit que f admet l pour limite en a si

Ve >03da> 0z el |z —al <a=|f(x)—le.

Théoréme 13
f admet une limite | en a ssi sa partie imaginaire et sa partie réelle admettent des limites
finies x et y en a et alors | = x + iy.

On en déduit l'unicité de la limite et |l = f(a). On en déduit également la compatibilité
de la prise de limite avec les opérations.

Définition 10
Soit f: I — C. Si f admet une limite en a on dit que f est continue en a. on dit que f
est continue sur I si elle est continue en tout point de I.

On note C(I,C) l’ensemble des fonctions continues sur I. a valeurs complexes.

Proposition 5
Les théorémes d’opérations sur les limites finies (somme, produit, inverse) sont encore
vrais pour les fonctions I — C.

Chap 17 : Limites de fonctions
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