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Iþ Limitesþ

I.1þ Limiteþ d’uneþ fonctionþ
Définitionþ 1þ
Soitþ a ∈ I.þ Unþ voisinageþ deþ a dansþ I estþ

—þþ unþ intervalleþ centréþ enþ a siþ a ∈ R,þ c’estþ àþ direþ unþ intervalleþ deþ laþ formeþ I ∩ [a −
ε, a+ ε] pourþ unþ ε > 0

—þþ unþ intervalleþ deþ laþ formeþ I ∩ [c,+∞[ siþ a = +∞.þ
—þþ unþ intervalleþ deþ laþ formeþ I∩]−∞, c] siþ a− = ∞.þ

Onþ diraþ qu’uneþ propriétéþ estþ vraieþ auþ voisinageþ deþ a siþ elleþ estþ vraieþ pourþ unþ voisinageþ deþ
a.þ

Parþ exempleþ sin estþ croissanteþ auþ voisinageþ deþ 0,þ maisþ onþ neþ peutþ rienþ direþ deþ telþ surþ
cos.þ

Définitionþ 2þ
Soitþ f : I → R uneþ fonction,þ a ∈ I etþ l ∈ R..þ

1.þ Limiteþ enþ unþ pointþ :þ a ∈ R
(a)þ siþ l ∈ R onþ ditþ queþ f admetþ l pourþ limiteþ enþ a siþ

∀ε > 0∃α > 0∀x ∈ I |x− a| 6 α ⇒ |f(x)− l| 6 ε.

(b)þ i.þ onþ ditþ queþ f admetþ −∞ pourþ limiteþ enþ a siþ ∀A ∈ R−∃α > 0∀x ∈ I |x−a| 6
α ⇒ f(x) 6 A.þ

ii.þ onþ ditþ queþ f admetþ +∞ pourþ limiteþ enþ a siþ ∀A ∈ R+∃α > 0∀x ∈ I |x−a| 6
α ⇒ f(x) > A.þ

2.þ Limiteþ enþ l’infiniþ
(a)þ Siþ a = +∞

i.þ siþ l ∈ R,þ onþ ditþ queþ f admetþ l pourþ limiteþ enþ +∞ siþ

∀ε > 0∃B ∈ R+∀x ∈ I x > B ⇒ |f(x)− l| 6 ε.

ii.þ onþ ditþ queþ f admetþ +∞ commeþ limiteþ enþ +∞ siþ ∀A ∈ R+∃B ∈ R+∀x ∈
I x > B ⇒ f(x) > A.þ

iii.þ onþ ditþ queþ f admetþ −∞ commeþ limiteþ enþ +∞ siþ ∀A ∈ R−∃B ∈ R+∀x ∈
I x > B ⇒ f(x) 6 A.þ

(b)þ Siþ a = −∞
i.þ siþ l ∈ R,þ onþ ditþ queþ f admetþ l pourþ limiteþ enþ −∞ siþ

∀ε > 0∃B ∈ R−∀x ∈ I x 6 B ⇒ |f(x)− l| 6 ε.

ii.þ onþ ditþ queþ f admetþ +∞ commeþ limiteþ enþ −∞ siþ ∀A ∈ R+∃B ∈ R−∀x ∈
I x 6 B ⇒ f(x) > A.þ

iii.þ onþ ditþ queþ f admetþ −∞ commeþ limiteþ enþ −∞ siþ ∀A ∈ R−∃B ∈ R−∀x ∈
I x 6 B ⇒ f(x) 6 A.þ

Siþ l estþ laþ limiteþ deþ f enþ a onþ noteþ souventþ f(x) →
x→a

l ouþ f →
a
l.þ

Théorèmeþ 1þ
Soitþ f : I → R uneþ fonction,þ a ∈ I.þ Siþ f admetþ uneþ limiteþ finieþ enþ a alorsþ f estþ bornéeþ
auþ voisinageþ deþ a.þ

Théorèmeþ 2þ (Unicitéþ deþ laþ limite)þ
Soitþ f : I → R uneþ fonctionþ etþ a ∈ I.þ

1.þ Siþ f admetþ uneþ limiteþ enþ a alorsþ celle-ciþ estþ unique.þ Onþ laþ noteþ lim
x→a

f(x) ouþ encoreþ
lim
a

f .þ

2.þ Siþ a ∈ I etþ queþ f admetþ uneþ limiteþ enþ a alorsþ lim
a

f = f(a).þ

Corollaireþ 1þ
Lesþ coefficientsþ d’unþ DLþ sontþ uniques.þ Plusþ précisément,þ pourþ toutþ n ∈ N etþ pourþ touteþ
fonctionþ quiþ admetþ unþ DLn enþ a,þ lesþ coefficientsþ deþ ceþ DLþ sontþ uniques.þ

I.2þ Caractérisationsþ
Propositionþ 1þ
Soitþ f : I → R,þ a ∈ I, l ∈ R.þ

1.þ Siþ a ∈ R alorsþ lim
a

f = l ⇐⇒ lim
h→0

f(a+ h) = l.þ

2.þ Siþ l ∈ R alorsþ lim
a

f = l ⇐⇒ lim
x→a

f(x)− l = 0 ⇐⇒ lim
x→a

|f(x)− l| = 0.þ

I.3þ Propriétésþ desþ fonctionsþ possédantþ desþ limitesþ
Propositionþ 2þ (Inégalitésþ strictes)þ
Soientþ f, g : I → R,þ a ∈ I,þ l, l′ ∈ R etþ m,M ∈ R.þ Supposonsþ enþ outreþ queþ lim

a
f =

l etþ lim
a

g = l′

1.þ Siþ l < l′ alorsþ f < g auþ voisinageþ deþ a
2.þ Siþ l < M alorsþ f < M auþ voisinageþ deþ a.þ
3.þ Siþ l > m alorsþ f > m auþ voisinageþ deþ a.þ

Théorèmeþ 3þ (Passageþ àþ laþ limiteþ desþ inégalitésþ larges)þ
Soientþ f, g : I → R,þ l, l′ ∈ R,þ a ∈ I,þ m,M ∈ R.þ

Chapþ 17þ :þ Limitesþ deþ fonctionsþ



2/þ4þ PTSIþ 2016-2017þ

1.þ Siþ lim
a

f = l etþ lim
a

g = l′ etþ queþ f(x) 6 g(x) auþ voisinageþ deþ a alorsþ l 6 l′.þ

2.þ Siþ lim
a

f = l etþ queþ f estþ majoréþ parþ M auþ voisinageþ deþ a alorsþ l 6 M .þ

3.þ Siþ lim
a

f = l etþ f(x) > m auþ voisinageþ deþ a alorsþ l > m.þ

IIþ Théorèmesþ d’existenceþ

II.1þ Théorèmeþ desþ gendarmesþ
Théorèmeþ 4þ (Encadrement)þ
Soientþ f, g, h : I → R,þ a ∈ I.þ

1.þ Théorèmeþ desþ gendarmesþ :þ Siþ auþ voisinageþ deþ a onþ aþ g(x) 6 f(x) 6 h(x) etþ queþ
lim
a

g = l etþ lim
a

h = l ∈ R alorsþ f admetþ uneþ limiteþ enþ a etþ cetteþ limiteþ vautþ l.þ

2.þ Minorationþ :þ Siþ lim
a

g = +∞ etþ queþ g(x) 6 f(x) auþ voisinageþ deþ a alorsþ f admetþ
uneþ limiteþ enþ a etþ lim

a
f = +∞.þ

3.þ Majorationþ :þ Siþ lim
a

h = −∞ etþ queþ f(x) 6 h(x) auþ voisinageþ deþ a alorsþ f admetþ
uneþ limiteþ enþ a etþ lim

a
f = −∞.þ

Corollaireþ 2þ
Soitþ f, ε : I → R,þ a ∈ I.þ

1.þ Siþ |f(x)| 6 ε(x) auþ voisinageþ deþ a etþ lim
x→a

ε(x) = 0 alorsþ lima f = 0.þ

2.þ Siþ f estþ bornéeþ auþ voisinageþ deþ a etþ queþ lim
x→a

ε(x) = 0 alorsþ lim
x→a

ε(x)f(x) = 0.þ

II.2þ Opérationsþ
Théorèmeþ 5þ
Lesþ limitesþ deþ fonctionsþ seþ comportentþ commeþ lesþ limitesþ deþ suitesþ pourþ lesþ opérationsþ
+, .,þ opposé,þ inverse.þ Plusþ précisémentþ lesþ limitesþ suivantesþ existentþ :þ

lima f l ∈ R l ∈ R l ∈ R +∞ +∞ −∞
lima g l′ ∈ R +∞ −∞ +∞ −∞ −∞

lima f + g l + l′ +∞ −∞ +∞ FI −∞

lima f l ∈ R l ∈ R∗ l ∈ R∗ l = 0 +∞ +∞ −∞
lima g l′ ∈ R +∞ −∞ ±∞ +∞ −∞ −∞
lima fg ll′ sg(l)∞ −sg(l)∞ FI +∞ −∞ +∞

lima f l ∈ R l ∈ R l ∈ R∗
l ∈ R∗

0 ±∞
lima g l′ ∈ R∗ ±∞ 0+ 0− 0 ±∞
lima

f
g

l
l′ 0 sg(l)∞ −sg(l)∞ FI FI

Attention,þ siþ onþ neþ connaîtþ pasþ leþ signeþ deþ g etþ queþ g → 0 alorsþ onþ neþ saitþ pasþ calculerþ laþ
limiteþ duþ quotient.þ

Propositionþ 3þ (Composéeþ (ouþ changementþ deþ variable))þ
Soientþ f : I → J etþ g : J → R,þ a ∈ I, b ∈ J, c ∈ R.þ

lim
a

f = b etþ lim
b

g = c ⇒ lim
x→a

g(f(x)) = c.

Théorèmeþ 6þ
Soientþ f : I → R,þ a ∈ I,þ l ∈ R.þ Soitþ (un) ∈ RN telleþ queþ un →

+∞
a.þ

Siþ f admetþ l pourþ limiteþ enþ a alorsþ laþ suiteþ (f(un)) admetþ l pourþ limiteþ enþ +∞.þ

II.3þ Limitesþ directionnellesþ
Définitionþ 3þ
Soitþ f : I → R,þ a ∈ I̊ etþ l ∈ R.þ

Onþ ditþ queþ f admetþ l pourþ limiteþ àþ gaucheþ (respþ àþ droite)þ enþ a siþ f|I∩]−∞,a[ (respþ
f|I∩]a,+∞[)þ admetþ l pourþ limiteþ enþ a.þ Enþ tantþ queþ limite,þ ilþ yþ aþ unicitéþ deþ laþ limiteþ àþ
gaucheþ etþ àþ droiteþ quiþ estþ notéeþ lim

a−
f ouþ lim

x→a
x<a

f(x) (respþ lim
a+

f ouþ lim
x→a
x>a

f(x)).þ

Théorèmeþ 7þ (Caractérisationþ d’uneþ limiteþ finie)þ
Soientþ f : I → R,þ a ∈ I̊ , l ∈ R.þ Alorsþ

lim
a

f = l ⇐⇒ l = f(a) etþ lim
a−

f = lim
a+

f = l.

Définitionþ 4þ
Soitþ f : I\{a} → R.þ Onþ ditþ queþ f admetþ uneþ limiteþ enþ a siþ f admetþ uneþ limiteþ àþ droiteþ etþ
àþ gaucheþ enþ a etþ queþ cesþ limitesþ sontþ égales.þ

II.4þ Lienþ avecþ laþ monotonieþ
Théorèmeþ 8þ (Convergenceþ monotone)þ
Soitþ f :]a, b[→ R uneþ fonctionþ croissante.þ L’intervalleþ deþ départþ deþ f étantþ infiniþ etþ deþ
bornesþ finiesþ ouþ non.þ

1.þ lim
b

f existe.þ Elleþ vautþ sup(f(I)) = sup(Im(f)) quandþ f estþ majoréeþ etþ +∞ sinon.þ

2.þ lim
a

f existe.þ Elleþ vautþ inf(f(I)) quandþ f estþ minoréeþ etþ −∞ sinon.þ

Chapþ 17þ :þ Limitesþ deþ fonctionsþ
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Siþ onþ supposeþ plutôtþ f décroissante,þ leþ théorèmeþ resteþ vraiþ enþ échangeantþ lesþ bornesþ
supérieuresþ etþ inférieures.þ

Corollaireþ 3þ
Soitþ f : I → R etþ c ∈ I̊.þ

1.þ Siþ f estþ croissanteþ alorsþ f admetþ uneþ limiteþ àþ droiteþ etþ àþ gaucheþ enþ c etþ onþ aþ
limc− f 6 f(c) 6 limc+ f .þ

2.þ Siþ f estþ décroissanteþ alorsþ f admetþ uneþ limiteþ àþ droiteþ etþ àþ gaucheþ enþ c etþ onþ aþ
limc+ f 6 f(c) 6 limc− f .þ

IIIþ Continuitéþ

III.1þ Fonctionsþ continuesþ
Définitionþ 5þ

1.þ Soitþ f : I → R etþ a ∈ I.þ Onþ ditþ queþ f estþ continueþ enþ a siþ elleþ admetþ uneþ limiteþ
enþ a.þ Dansþ ceþ casþ onþ saitþ queþ lim

a
f = f(a) c’estþ àþ direþ f =

a
f(a) + o(1).þ Onþ peutþ

résumerþ cetteþ définitionþ deþ laþ continuitéþ enþ a :þ

∀ε > 0∃αε∀x ∈ I |x− a| 6 αε ⇒ |f(x)− f(a)| 6 ε.

Onþ appelleþ parfoisþ leþ réelþ α(f, a, ε) unþ moduleþ deþ continuité.þ
2.þ Siþ f estþ continueþ enþ toutþ pointþ deþ I,þ onþ ditþ queþ f estþ continueþ surþ I.þ
3.þ Onþ noteþ C(I,R) ouþ C0(I,R) l’ensembleþ desþ fonctionsþ continuesþ deþ I dansþ R.þ

Définitionþ 6þ
Soitþ f : I → R etþ a ∈ I.þ Onþ ditþ queþ f estþ continueþ àþ gaucheþ enþ a siþ lima− f = f(a).þ onþ
ditþ queþ f estþ continueþ àþ droiteþ enþ a siþ lima+ f = f(a).þ

Propositionþ 4þ
Soitþ f : I → R etþ a ∈ I (þ etþ a n’estþ pasþ uneþ borne).þ f estþ continueþ enþ a ssiþ f estþ continueþ
àþ droiteþ etþ àþ gaucheþ enþ a.þ

Théorèmeþ 9þ
1.þ Soientþ f, g ∈ I → R,þ a ∈ I.Siþ f etþ g sontþ continuesþ enþ a alorsþ lesþ fonctionsþ

f + g,−f, fg sontþ continuesþ enþ a.þ Siþ f(a) 6= 0 alorsþ 1
f estþ définieþ auþ voisinageþ deþ

a etþ estþ continueþ enþ a.þ
Leþ mêmeþ résultatþ s’appliqueþ auxþ continuitésþ àþ gauche,þ àþ droiteþ etþ surþ unþ intervalle.þ

2.þ Soientþ f : I → J etþ g : J → R (oùþ J estþ luiþ aussiþ unþ intervalleþ infini).þ Soitþ a ∈ I.þ
Siþ f estþ continueþ enþ a etþ queþ g estþ continueþ enþ f(a) alorsþ g ◦ f estþ continueþ enþ a.þ
Enþ particulierþ siþ f estþ continueþ surþ I etþ g continueþ surþ J alorsþ g ◦ f estþ continueþ
surþ I.þ

III.2þ Propriétésþ desþ fonctionsþ continuesþ
Théorèmeþ 10þ (Valeursþ intermédiaires)þ
Soitþ f ∈ C(I,R).þ Soientþ a, b ∈ I.þ Siþ f(a)f(b) 6 0 alorsþ ilþ existeþ c ∈ [a, b] telþ queþ f(c) = 0

Corollaireþ 4þ
Siþ f : I → R estþ continueþ etþ a, b ∈ I etþ y estþ entreþ f(a) etþ f(b),þ alorsþ ilþ existeþ c entreþ
a etþ b telþ queþ f(c) = y

Corollaireþ 5þ
L’imageþ d’unþ intervalleþ parþ uneþ fonctionþ continueþ estþ unþ intervalle.þ Plusþ précisément,þ siþ
f : I → R estþ continueþ alorsþ f(I) estþ unþ intervalleþ (toujoursþ avecþ notreþ conventionþ pourþ
I...).þ

Corollaireþ 6þ (Imageþ d’unþ intervalleþ parþ uneþ fonctionþ continueþ strictementþ monotone.)þ
Soientþ f : I → R uneþ fonctionþ continueþ strictementþ croissanteþ etþ a < b ∈ R.þ

—þþ Siþ I = [a, b] alorsþ f(I) = [f(a), f(b)].þ
—þþ Siþ I =]a, b[ alorsþ f(I) =] lim

a+
f, lim

b−
f [.þ

—þþ Siþ I =]a, b] alorsþ f(I) =] lim
a+

f, f(b)]

—þþ Siþ I = [a, b[ alorsþ f(I) = [f(a), lim
b−

f [

Siþ f estþ strictementþ décroissante,þ ilþ suffitþ d’échangerþ lesþ bornesþ deþ f(I).þ

Théorèmeþ 11þ
Soientþ a < b ∈ R etþ f ∈ C([a, b],R).þ Alorsþ f estþ bornéeþ etþ atteintþ sesþ bornes.þ Deþ manièreþ
équivalente,þ l’imageþ d’unþ segmentþ parþ uneþ fonctionþ continueþ estþ unþ segment.þ

III.3þ Bijectionsþ
Lemmeþ 1þ
Soitþ f : I → R monotone.þ Siþ f estþ discontinueþ enþ unþ pointþ c ∈ I alorsþ f(I) n’estþ pasþ unþ
intervalle.þ
Théorèmeþ 12þ
Soitþ f ∈ C(I,R).þ Onþ poseþ J = f(I).þ C’estþ unþ intervalle.þ Siþ f estþ strictementþ monotoneþ
alorsþ f : I → J estþ bijectiveþ deþ I dansþ J etþ f−1 estþ continueþ surþ J etþ strictementþ monotoneþ
deþ mêmeþ sensþ deþ variationsþ queþ f .þ

III.4þ Extensionþ auxþ fonctionsþ àþ valeursþ complexesþ
Définitionþ 7þ
Soitþ f : I → C uneþ fonction.þ Onþ poseþ Re f : x 7→ Re f(x) etþ Im f : x 7→ Im f(x).þ Ceþ sontþ
lesþ partiesþ réellesþ etþ imaginairesþ deþ f .þ

Onþ définiþ alorsþ laþ conjuguéþ deþ f ,þ f : x 7→ f(x) = Re f − i Im f .þ etþ sonþ moduleþ
|f | : x 7→ |f(x)|.þ

Chapþ 17þ :þ Limitesþ deþ fonctionsþ
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Définitionþ 8þ
Onþ ditþ queþ f : I → C estþ bornéeþ siþ sonþ moduleþ l’est.þ

Définitionþ 9þ
Soitþ f : I → C,þ a ∈ I etþ l ∈ C.þ Onþ ditþ queþ f admetþ l pourþ limiteþ enþ a siþ

∀ε > 0∃α > 0∀x ∈ I |x− a| 6 α ⇒ |f(x)− l|ε.

Théorèmeþ 13þ
f admetþ uneþ limiteþ l enþ a ssiþ saþ partieþ imaginaireþ etþ saþ partieþ réelleþ admettentþ desþ limitesþ
finiesþ x etþ y enþ a etþ alorsþ l = x+ iy.þ

Onþ enþ déduitþ l’unicitéþ deþ laþ limiteþ etþ l = f(a).þ Onþ enþ déduitþ égalementþ laþ compatibilitéþ
deþ laþ priseþ deþ limiteþ avecþ lesþ opérations.þ

Définitionþ 10þ
Soitþ f : I → C.þ Siþ f admetþ uneþ limiteþ enþ a onþ ditþ queþ f estþ continueþ enþ a.þ onþ ditþ queþ f
estþ continueþ surþ I siþ elleþ estþ continueþ enþ toutþ pointþ deþ I.þ

Onþ noteþ C(I,C) l’ensembleþ desþ fonctionsþ continuesþ surþ I.þ àþ valeursþ complexes.þ

Propositionþ 5þ
Lesþ théorèmesþ d’opérationsþ surþ lesþ limitesþ finiesþ (somme,þ produit,þ inverse)þ sontþ encoreþ
vraisþ pourþ lesþ fonctionsþ I → C.þ
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