TD 9 : intégrales impropres

1B

Intégrales sur un segment : révisions

Exercice 1 (Les incontournables)
Calculer directement une primitive de (on précisera l'intervalle) :

1.z~ \/11_7 4, x s emETVT0 7. o+ cos(e?x — 728435)
n(x %
2. x— ¥z 5.:0%—1;) S'meﬁ\/ﬁ

Exercice 2
Donner des primitives, en précisant ’intervalle, de :

1. s e 4. z — exp(e® + z) 7. x + tan?(x)
2. x> 1423 cos?(z)4/tan(x) v z4/2+In(3z)
3. 71“(11;(3”)) 6. 711;2(1;) 9.z L

Exercice 3
Calculer

1. /wsin(t)e%dt
2. /Isin(t) sh(t)dt

Rappelons que cette notation signifie qu’on veut obtenir une primitive quelconque (en
choisissant une constante arbitraire, souvent 0 par rapport au calcul) et qu’elle est justifiée

xT
par le théoreme fondamental du calcul différentiel indiquant que z +— / f(t)dt est une
a

primitive de f des que f est continue sur un intervalle contentant a.

Exercice 4 ab a b
Sans utiliser les propriétés de In, montrer que pour a,b >0 ona [ 1dt= [1dt+ [ 1dt.
1 1 1

Exercice 5
Calculer, en changeant de variable

1
sin(t)

dt avec u = cos(t) Tru? "

—
A gy

2

3. f () qy avec t = L.
1
3

1
4. [ t2V/1 —2dt avec t = sin(0).

-1

Chﬁm) dx avec t = €”.

o
—

Exercice 6 (Intégrales de Wallis)
Nous allons étudier plus précisément la suite u,, = (2:) Une maniére classique est d’étudier

3
I, = [sin™(t)dt.
0

1. Montrer que (I, )nen est décroissante.

_ ntl
2. Montrer que Vn € N I, 45 = Z—Hln.
Indication : une méthode tres classique pour obtenir une relation de récurrence

sur des intégrales est d’effectuer une intégration par parties.

3. Calculer Iy et exprimer Iy, en fonction de Iy pour tout p € N. On attend une
expression faisant intervenir u,.

4. Calculer I; et exprimer I5,41 en fonction de I; pour tout p € N.

ot

Montrer, en utilisant les questions 1 et 2, que Ipp11  ~  Igp.
p—+o0

6. Donner un équivalent de u,,.

Convergence

Exercice 7
Etudier la convergence des intégrales :

In(t)

sin(t)

1. t— =~ sur |0, 1] 6. t +— S— sur [1,+oo[.
2. ¢ 2O gur 1, +ool.
e | [ +/In(t)
3. t— V1412 —tsur [0,+o00]. 7.t DV sur |1, 4o0[.
4.t e gur 1, 00|
5.t e~ taretan(®) gur [0, +ool. 8 trre—(1+ %)t sur [1,4+o00[

Exercice 8
Etudier la convergence et calculer le cas échéant :

1 “+ o0
d 1
L. Of1—€f2' 3. of (t+1)(t+2)dt
: dt L
2. [ AL 4. [ dt
0 0

Plus technique

Exercice 9
Calculer, apreés avoir prouvé leurs convergences :
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0 0 Exercice 16
5 flmdt n fl In(t) g Pour k,p € N on pose f, 1 : t — zP(In(x))* définie sur ]0, 1].
o V1 o (F0) 1. Montrer que f, . est intégrable sur |0, 1].
1
Exercice 10 41 / k
v O lors K, . = tP(In(t))"dt.
Soit f € C([0, +oo[,R) une fonction intégrable. Montrer que [ f(¢)d¢ e 0. 1l pose afors Bp.k o (In(®))
Tr—r+00
v 2. Calculer K, o pour tout p € N.
Exercice 11 +o0 +o0 3. Exprimer K, en fonction de K, ;1 pour k > 1.

1. Montrer que [ %dt converge mais pas [ %dt. 1
! v 4. Pour n € N, calculer J,, = K,, , = / (tln(t))"dt.
10,+c[ — R ’ 0
v oo [[T e PR NG
2. Donner un équivalent de f en 0. Indication : au choix une intégration par parties ou 5. Montrer que /0 thdt = Z (n+ 1)+t
une série entiere (apres avoir ramené ’étude & un intervalle de longueur fini). =0

On pose maintenant f : {

3. Aprés avoir montré que f;oo et—;tdt = 0400 ( fjoo %dt), donner un équivalent de
f en +00 en effectuant une intégration par parties.

Avec des parametres

Exercice 12 +o0
o, , . t—sin(t
Donner une condition nécessaire et suffisante sur o € R pour que [ ?fn“dt converge.
0

Exercice 13
Soit a > 0.

hf;)g dt est une intégrale impropre convergente.

—+oo
1. Justifier que [
0

2. Dans cette question seulement, on pose a = 1. Montrer que l'intégrale précédente
1

est nulle grace au changement de variable u = ¢

+oo
3. Calculer [ In() q¢ .
0

t2+a2
Exercice 14 1
Pour n € N on pose I,, = [ (In(¢))™dt. Justifier la convergence et calculer I,, en fonction
0
de n.

Exercice 15 )
Calculer I,, = fj;o t2"e~t"dt en sachant que Iy = /7.



