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Exercice 1
On s’intéresse à l’équation aux dérivées partielles (E)

(2x− y2)∂
2ϕ

∂x2 + ∂ϕ

∂x
− 16ϕ = 0

sur le domaine D = {(x, y) ∈ R2| y2 < 2x}
1. Représenter D et donner un argument pour expliquer pourquoi D est un ouvert.

2. Soit ∆ =]0,+∞[×R. On considère l’application h qui, à tout (u, v) de ∆, associe h(u, v) =
(

u2+v2

2 , v
)

.

Justifier, en explicitant sa réciproque, que h est une bijection de ∆ sur D. Montrer que h et h−1 sont de classe
C2 sur leurs domaines de définition.

3. Montrer que la fonction ϕ, de classe C2 sur D, est solution de (E) si et seulement si la fonction

ψ :
{

∆ → R
(u, v) 7→ (ϕ ◦ h)(u, v) est solution de l’équation (E) :

∂2ψ

∂u2 − 16ψ = 0

4. Déterminer les solutions de (E) sur ∆.
5. En déduire les solutions de (E) sur D.
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Indications
1. Attention à la partie du plan à hachurer.
2. Montrer d’abord que h(u, v) ∈ D, puis exhiber la réciproque (comme pour les changement de variable, ce qu’on

va d’ailleurs faire dans l’EDP).
Pour la classe C2, méfiez-vous de la racine.

3. Calculer l’expression de gauche de (E) en utilisant la dérivation composée.
4. En deux phases : trouver les solutions et les constantes n’en sont pas, mais sont des fonctions. Montrer ensuite

que ces fonctions quelconques doivent être C2 pour que ψ soit bien C2.
5. Utiliser l’expression de h−1


