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I.1 Produit scalaire

I.1.1 Définition

Soit E un R-espace vectoriel.

ExE — R
Un produit scalaire sur E est une application ¢ : ui a les
P PP v { (@y) — oy 1

propriétés suivantes :
1. Bilinéaire : VA, u € RVu,v,w € E o(Au+ pv,w) = Ap(u, w) + pp(v, w) et @(u, Av +
pw) = Ap(u,v) + pp(u, w).
2. Symétrique : Yu,v € E o(u,v) = ¢(v,u).
3. Positive : ¢(u,u) = 0.
4. Définie : p(u,u) =0=u=0
Un produit scalaire est donc une forme bilinéaire, symétrique, définie, positive.

Notation. Quand ¢ est un produit scalaire, on note plutdt (u|v), (u,v), ou u-v & la
place de ¢(u,v)

Explication Cette définition du produit scalaire nous permet de nous passer de la notion
d’angle et de distance (ou norme). Ce sont exactement les propriétés du produit scalaire
canonique de R™ déja étudié.

1.1.2 Définition
Soit ' un R-espace vectoriel munit d’un produit scalaire. On dit alors que E est un espace
préhilbertien réel, et si E est de dimension finie on dit que E est un espace euclidien.

1.1.3 Remarque

1. La bilinéarité implique que (Og|u) = (u|0g) = 0 pour tout u € E.
2. Pour vérifier qu’une application est bilinéaire, on vérifie une seule linéarité. Ensuite
on prouve la symétrie, qui prouve & son tour automatiquement la deuxiéme linéarité.

1.1.4 Exemple
Il faut connaitre ces exemples, ainsi que savoir les prouver.

1. Produit scalaire canonique sur R” : rappelons que pour deux colonnes X,Y € R™,
I'application p(X,Y) = XTY = (X,Y) est bien un produit scalaire au sens de ce
chapitre.

2. Cette fois E = M, ,(R). On pose ¢ : (A, B) + tr(ATB) (remarquer que ATB €
M, (R)). Montrons que ¢ est un produit scalaire. Soient A, B € M, ,(K). (B, A) =
tr(BTA) = tr ((ATB)T) = ¢(A, B) car la trace est invariante par transposition.
La linéarité a droite est immédiate par composition de deux applications linéaires.
Calculons ¢(A, A). On note A = (a;;); jeqi,n]- Alors tr(ATA) = 3 3 agiar,; est

i=1k=1
la somme des carrés de tous les coeflicients de A. Ainsi ¢(A4,A) > 0 et on a méme
p(A, A) = 0 ssi tous les termes de la somme sont nuls (somme de réels positifs) ie
A=0.
C([a,b],R)?> — R
b
(f,9) = [, fg

La symétrie provient de la commutativité du produit dans R[*%. La linéarité &
gauche est une conséquence immédiate de la linéarité de l'intégrale.

Soit f € C([a,b],R). Alors p(f, f) = ff f2(t)dt > 0 par positivité de I'intégrale.

De plus si p(f, f) = 0 alors f: f% =0 et donc f? est une fonction continue, positive

et d’intégrale nulle : elle est nulle sur le segment [a, b]. Ainsi f2 = 0 et donc f = 0.
1

P(t)Q(t)dt.
Montrons que ¢ est un produit scalaire. Symétrie, bilinéarité, positivité [:) voir I’exemple
précédent.

Soit P € R[X] tel que ¢(P,P) = 0. Montrons que P est le polyndéme nul. Pour
Iinstant on sait que la fonction polynomiale associée est nulle sur le segment [0, 1].
Ainsi P possede une infinité de racines et est donc le polynéme nul.

3. Montrons que ¢ : { est bien un produit scalaire.

4. On se place dans E = R[X] et pour P, @ € R[X] on pose ¢(P,Q) = /

1.1.5 Remarque

On peut le plus souvent définir plusieurs produits scalaires sur un méme espace. Par

/!
exemple, ¢ <<‘Zj> , <;§,>) — za’ 4+ 2yy’ est un autre produit scalaire sur R2.
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1.2 Théorémes

1.2.1 Théoréme

Toutes les définitions et propriétés portant sur les produits scalaires et les normes
vues dans le chapitre 9 sur le théoreme spectral sont encore valables dans un espace
euclidien E (c’est & dire un R-espace vectoriel de dimension fini dans lequel on a
défini un produit scalaire) ou dans un espace préhilbertien (la méme chose, mais en
dimension infini, par exemple C([a,b],R) avec le produit scalaire intégral). La seul
condition est de remplacer la base canonique de R™ par une base orthonormée de F.

En particulier on pourra utiliser les notions :

norme d’un vecteur, elle est nulle ssi le vecteur est le vecteur nul.

lien norme-produit scalaire (définition de la norme, identité de polarisation)

inégalité de Cauchy-Schwartz et triangulaire.

orthogonalité de vecteurs, liberté d’une famille de vecteurs orthogonaux 2 a 2
et non nuls. Théoreme de Pythagore

base orthonormée et calcul des coordonnées dans une telle base

procédé de Gram-Schmidt pour créer une base orthogonale ou orthonormale a
partir d’une base existante

espaces orthogonaux et orthogonal d’un sous-espace (avec une généralisation,

voir la proposition [[.2.7)

Preuve.
Seules les 4 propriétés définissant un produit scalaire ont été utilisées pour prouver
tous ces résultats. [

1.2.2 Théoréme (Rappel : coordonnées dans une base orthonormée)
Soit E un espace euclidien et B = (eq, ..., e,) une base orthonormée de E.

L1 Y1
,Y = Matg(y) =

T Yn

Soit z,y € E et notons X = Matg(z) =

colonnes de coordonnées dans B

1. Vk € [1,n] zx = (x,ex) ou encore x = Z (z, ex)ex

LY = XTY

M=

2. <‘T7y> =

o~
Il
—

1.2.3 Exemple

Soit E un espace euclidien de dimension 2, et B =
que B' = 7481;382 et ug =
matrice ?

(e1, e2) une base orthonormale. Montrer

(u1,us) avec u; = *:3%*482 est une BON de E. Que dire de la

1.2.4 Exemple (Gram-Schmidt)

On munit Ro[X] du produit scalaire (P|Q) = P t)dt. Donner une base orthonor-

mée de Ry[X] qui soit échelonnée en degré.
Posons (P, P, P2, P3) = (1, X, X?) la base canonique de R3[X]. On cherche une base
orthogonale notée (Qo, Q1, Q2).

1. On pose Qg = Py = 1.
2. On cherche @4 sous la forme Q1 = P; — aQp (donc de degré 1) tel que Qo L Q1.

1 1

Alors <Q1,Q0> =0 < <P1,Q0>—04<Q0,Q0> =0 << t X 1dt—a/ 1x 1dt =
—1 1

0.

On trouve o = 0 et donc Q1 = P, = X.
3. On cherche Q3 sous la forme Q2 = P> — aQ — b@Q1 (donc de degré 2) tel que
Q2 1 VeCt(Q07 Ql)
1
2,Q0> =0 < <P2,Q()> 7Q<QO,QO> -0=0 <= / t2 x 1dt — 2a = 0 <~
-1

—2a=0etd0nca:%.
2,Q1>:0 <~ <P2,Q1>—b<Q1,Q1>:O — O—bX%ZO <~ b=0.
Finalement, Qy = X2 — %

(
2
3
(

Pour trouver une base orthonormée, il suffit maintenant de diviser par les normes (déja
calculées, sauf pour Q3).

1
1
QI = (@anQa) = [ (=3

et donc
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1.2.5 Remarque

1. Tout espace euclidien admet une BON.

2. Le procédé de Gram-Schmidt ne change pas une famille orthogonale (sauf a la nor-
maliser si on veut obtenir une BON).

1.2.6 Remarque

Si on orthonormalise B en B’, la condition de conservation des espaces vectoriels crois-
sants assure que P = Matg(B’) (la matrice de passage) est triangulaire supérieure.

1.2.7 Proposition (Orthogonal d’un sous espace)
Soit F un espace préhilbertien et F' un sous-espace de F.
Si F est de dimension finie, alors F @ F+ = E.

Preuve.
— FNF+ ={0g} car le seul vecteur orthogonal & lui méme est le vecteur nul.

— Soit (eq,...,e,) une base de F' que I'on suppose orthonormale (on a appliqué
le procédé de Gram-Schmidt).

Soit x € E.

— Analyse. Supposons que & = x + 23 avec x; € F et x5 € FL.
Alors, pour k € [1,r], (z,ex) = (x1,er) + Og. Comme de plus z; =
T

> (x1,ex)er (expression des coordonnées par le produit scalaire, dans

une base orthonormée), on a

r

T = Z(x,ek> et 19 = — 11
k=1

T
— Synthese. Posons z1 = Y (x,ex)e, et xo =z — 7.
k=1

Alors clairement, x = 1 + z2 et 1 € F. il reste & montrer que x5 € Ft

c’est a dire xo | F'. Nous allons montrer que x5 1 e; pour tout 4.

T

<m27€i> = <$,€Z‘> - <m17€i> = <$7ei> - Z <<xﬂek‘>ekﬂei>
k=1

= (z,e;) — Z (z, ex) (e, e;) encore une linéarité

k=1
= (x,e;) — (x,e;) tous les autres termes de la somme sont nuls
~0

et on a bien zy € Ft.
Finalement, F @ F+ = F [

1.2.8 Exemple
On munit M, (R) du produit scalaire (A, B) = tr(AT B). Montrer que S, (R) et A, (R)
sont orthogonaux. Rappelons qu’ils sont également supplémentaires; et donc S, (R) =

A, (R)E.
En effet, si A € S,(R) et B € A,(R) alors tr(ATB) = tr(BTA) = —tr(BA) =
—tr(BAT) = —tr(ATB) = 0 ot on a utilisé dans P'ordre : la symétrie su produit scalaire,

la définition de matrice anti-symétrique ainsi que la linéarité de la trace, la définition de
matrice symétrique, puis finalement la symétrie su produit scalaire.

1.3 Projections et symétries orthogonales

1.3.1 Définition
Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace de dimension finie de E .

1. La projection orthogonale sur F est la projection sur F parallélement & (de direction)
Ft.

2. La symétrie orthogonale sur F' est la symétrie par rapport a F de direction F*.

1.3.2 Remarque
1. Onabien E=F @ F+...

2. On pourra se souvenir de la formule s = 2p — I'd pour lier les deux objets précédents.

3. pour z € E, on a les deux conditions géométriques pr(z) € F et x — pr(z) € F*.

1.3.3 Exemple
Matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur D : 2z — y = 0.
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1.3.4 Proposition
Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace de dimension finie de F dont une
BON est (ug,...,u,). On note pg le projecteur orthogonal sur F'. Alors

T

Vo € B pp(e) = (@lui)u;
i=1

En particulier, si F' = Vect(u) est une droite, pr(z) = (2|u)u ot u est de norme 1.

Preuve.
Il s’agit d’un re-formulation de la preuve de [[.2.7] [

1.3.5 Meéthode

1. On détermine pr(z) en remarquant que

pr(z) € F
x—pp(z) LF

donc est orthogonal & une base de F'.

r

2. On utilise la formule pp(x) = > (z|f;)fi si on connait une BON de F.
i=1

1.3.6 Définition
Une symétrie orthogonale par rapport a une droite est appelée retournement, et une
symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan est appelé réflexion.

I1.3.7 Réduction

Matrice, trace, det dans des bases adaptées.

2

1 |). Calculer les matrices dans la base canonique
-1

des projection orthogonales sur F et symétrie orthogonales par rapport a F.

1.3.8 Exemple 1
Dans R3 on pose : F' = Vect(| 0|,
1

1.3.9 Proposition (Inégalité de Bessel)
Soit F' un sous-espace de dimension finie de E. On note pg le projecteur orthogonal
sur F.

Vz € B [lpp(z)| < [l

Preuve.

Soit z € E. Ona z = pp(x)+(x—pr(z)) et donc d’apres le théoréme de Pythagore,
llz]|? = |lpr(2)||* + ||z — pr(2)]|?. On conclut en remarquant quun carré de réel est
toujours positif et que la fonction racine carrée est croissante sur RY. [

1.3.10 Exercice
Montrer que cette propriété caractérise les projecteurs orthogonauzx parmi les projecteurs.
Plus précisément, si p € L(E) est un projecteur de E on a

Vo € E ||p(x)| < ||z|| < p est un projecteur orthogonal

Indication : on pourra poser un vecteur non nul x du noyau de p et considérer la projection
orthogonale sur Vect(x).

1.3.11 Théoréme (Moindres carrés)

Soit F' un sous-espace de dimension finie de E. Pour « € E, on note d(z,F) =
inlfw lz — y|| la distance de = a F'.

ye

Il existe un unique z¢ € F tel que d(z, F) = d(x, x¢) = ||z — x0|| et donc la borne
inférieure est en fait un minimum. x( est le projeté orthogonal de = sur F.

Preuve.
Notons g = pr(z) le projeté orthogonal de = sur F. Alors 2y € F et donc d(x, F) <
d(z, ).
De plus, si y € F alors 2 —y =z — xg + 79 — y et donc |z — y[|? = ||z — z0||* +
|lwo — y||? car z — 29 L 29 — y et d’apres le théoréme de Pythagore.
——

S
Ainsi pour tout y € F d(x,y) > d(x,z0) et donc d(z, F') = d(z,z0). Le calcul
précédent montre que ce minimum n’est atteint qu’en zg. ]
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1.3.12 Remarques

1. Ce théoréme donne avant tout I’existence d’un minimum.
2. Avec les notations de la preuve, d(z, F)? = ||z||* — ||pr(x)||? (toujours d’aprés Pytha-
gore). Ainsi, on a un moyen pratique de calculer la valeur de ce minimum, il s’agit

de calculer une projection orthogonale.

1.3.13 Traduction dans une BON

Soit (e1,...,e.) une BON de F

1. Alors pp(x) = > (x|ei)e;.
=1

2 d(w, F) = |22 = 3 (a]e:)?.

i=1
1.3.14 Exemple

Calculer inf

a,be
duit scalaire intégrale, le projeté de ’exponentielle sur le sous espace des fonctions affines
(qui est de dimension 2).

1
/ (e” — ax — b)2dt. 1l s’agit de calculer, dans C([0, 1], R) munit du pro-
0

IT TIsométries

Le cadre ici est celui des espaces euclidiens, et plus particulierement des espaces eucli-
diens de petites dimension. E sera donc toujours un espace euclidien et on abusera sans
retenue du théoréme [[2.2 de calcul des coordonnées dans une base orthonormée.

II.1 Cas général

I1.1.1 Définition-Proposition

Soit f € L(FE) une application linéaire. On a équivalence entre
1. f conserve le produit scalaire ie Va,y (f(z)|f(y)) = (z|y)
2. f conserve la norme, ie Vo € E || f(z)]| = ||z

Dans ce cas, f est bijective et est appelé automorphisme orthogonal ou encore isométrie
vectorielle.
L’ensemble est automorphismes orthogonaux de E est noté O(E).

Preuve.
— 1 = 2 C’est évident. On pourrait prouver que si f n’est pas forcément linéaire
mais conserve le produit scalaire, alors elle est linéaire.

— 2=-1On a pour tous z,y € F

(f(@)[f(2)) = %(II f@)+ @) I1P = IF @1 = 1))

=f(z+y)

1
= 5z +yl” = ll=1” = yll*) = (=ly)

Comme f conserve la norme, on a f(z) =0 < |f(z)]| =0 <= |z|| =
0 <= z =0 donc f est injective donc bijective car E est de dimension finie. =

I1.1.2 Exemple
1. L’identité est clairement dans O(FE).

2. Toute symétrie orthogonale est dans O(FE). Le vérifier en revenant & la définition
s(z) =xzp —xzg avec xp L x¢.

3. Les projections sur tout sous-espace strict ne sont pas des automorphismes (noyau
non trivial).

1I1.1.3 Corollaire
Soit f € L(E) et B une base orthonormée de E.

f€0(E) < Matg(f) € On(R)

Preuve.
Notons M = Matg(f).
Soit © € E et X = Matg(x). Alors le théoréme montre que
el = X[ et [MX] = f()]
- —

norme dans E norme dans R™

Matp(f(x)) = MX = Matg(f) x Matg(z)

s .. — R7 e . . .
Comme 'application { s Matg(z) est bijective on a bien f € O(F) ssi
M € O, (R) (voir la caractérisation numéro 6 dans le chapitre 10). L]

Explication A condition de se placer dans une BON, on peut passer des endomor-
phismes orthogonaux aux matrices orthogonales.

I1.1.4 Proposition
Soit f € L(FE). Alors les propositions suivantes sont équivalentes.
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1. feO(Er)
2. L’image de toute BON de E par f est une BON de E.
3. L’image d’une certaine BON de E par f est encore une BON de FE.

Preuve.
Simple traduction de la méme propriété sur les matrices orthogonales ]

T cos fx — sin Oy
(y) — (sin 0 + cos 9y> est orthogonale.

I1.1.5 Exemple
Montrer que 'application

I1.1.6 Proposition
La composition de deux isométries est encore une isométrie, et I'inverse (bijection
réciproque) d’une isométrie est encore une isométrie.

Preuve.
Idem n

I1.1.7 Exercice
Dans E euclidien, soit F' un sous-espace et f € O(E). Montrer que f(F)* = f(F*1).
(inclusion facile + dimension qui est conservée par les iso)

I1.1.8 Proposition
Soit f € O(E). Si F est un sous-espace de E stable par f (ie f(F) C F) alors F* est
stable par f.

Preuve.

Supposons que F' est stable par f et soit € F*. On doit montrer que f(z) € F*.
Soit donc y € F. Montrons que (f(z)|y) = 0. Or (f(x)|y) = (z|f~*(y)). De plus,

f est bijective donc f(F) = F (égalité des dimensions). Ainsi f~1(y) € F et donc

(z[f~H(y)) = 0.

Finalement, f(z) € F+. m

I1.1.9 Proposition
Soit f € L(FE) et B une base orthonormée de E. On note M = Matg(f).

M est symétrique et M € O,(R) <= f est une symétrie orthogonale

Preuve.
Si M est symétrique on a & la fois M7 = M et MT = M~'. Ainsi f est une
symétrie. Montrons que ker(f — Idg) L ker(f 4+ Idg). Soient x1,z2 € E\{Og} tels
que f(z1) = z1 et f(x2) = —x2 (des vecteurs propres). Montrons que 1 L z3. Or
f est une isométrie, donc (x1]z2) = (f(z1)|f(z2)) = (x1] — x2) = —(x1|x2) et donc
(z1]z2) = 0. Finalement la symétrie f est bien orthogonale.

Réciproquement, supposons que f est une symétrie orthogonale. Alors M =
M~!. De plus, M est une matrice orthogonale car f est une isométrie et 13 est une
base orthonormée. [

II.2 Groupe orthogonal en dimension 2

On se place dans R2. On note Bea, = (e1,e2) la base canonique.

II1.2.1 Définition . .
Soit 6 € R Ry — cos) —sinf t g — cosf  sinf
ot PORPOSEIO = \ging  cosh ) 70T \sin® —cosf)

On a Ry € SOQ(R)etSQ € OQ\SOQ(R)

I1.2.2 Interprétation géométrique

1. Donner I'image d’un vecteur unitaire par Ry. C’est la matrice de la rotation d’angle

0

2. On note D : —sin(p)z + cos(p)y = 0. Calculer la matrice de la symétrie orthogonale
d’axe D.

I1.2.3 Proposition (Caractérisation de O2(R))
Soit M € Oz(R).

1. M € SO5(R) ssi il existe 6 tel que M = Rp. Ainsi les matrices de SO2(R)

commutent entre elles.
2. det M = —1 ssi M est de la forme Sy

Chap 13 : Espaces euclidiens
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Preuve. 11.3 Groupe orthogonal en dimension 3
— On commence par remarquer que toutes les matrices Ry sont clairement dans
SO, (R). On se place maintenant dans E espace euclidien de dimension 3, et on choisit B une
a2+ =1 base orthonormée qui oriente E (on choisit par convention que B est directe et c’est elle

, . . a c ui est la référence pour savoir si une autre base est directe).
Réciproquement, soit M = ( ) € SO2(R). Alors A+d? =1 q 8 p e € e )

b d ad—be —1 Lorsque E = R3, la base de référence est la base canonique

On peut donc écrire, d’apres les deux premiere équations a = cos p, b = sin ¢

et ¢ = cos 1, d = siny. Maintenant la condition sur le déterminant est .
I1.3.1 Proposition

cos g cos ) — sin psing = 1 ie. cos(p + 1) = 1 Soit f € O(F) une isométrie d’un espace euclidien. Si f posséde une valeur propre A
réelle, alors A = +1.

On en déduit que ¢ 4+ ¢ = 2k7 avec k € Z. Donc siny = sin(—¢) = —singp
et cosy = cosp. CQFD.

— On peut faire la méme démonstration avec det M = —1 et trouver le résultat Preuve.
annonceé. u Soit & # Og un vecteur propre associé & A € R une valeur propre de f.
Alors ||f(z)|| = ||z|| car f est une isométrie. On a donc ||Az| = ||z|| ou encore
I1.2.4 Corollai |Al[|z|| = [|z|| Ainsi |A| =1 car = est non nul donc de norme non nulle.
.2.4 Corollaire

Plus généralement, soit M la matrice dans une base orthonormée de f et A €
Sp(M) réelle ou non. Soit également un vecteur X € K" propre de M associé a .
Alors X est un vecteur propre associé & A (car M est a coefficients réels) et on

Soit E un espace euclidien de dimension 2.
Soit f € O(E) une isométrie de ce plan. Alors

— [ est une rotation ssi det(f) = 1. a (AX)TAX = AXTAX = [\2XTX.
— f est une réflexion (une symétrie orthogonale par rapport & un hyperplan, c’est a Z1 B n
dire une symétrie axiale) ssi det(f) = —1. Si on note X = alors X*X = > |2:]* > 0.
Zn i=1

Dans le cas d’une rotation, il suffit de déterminer I'image d’un vecteur de base pour en

. . T _ YT AT _vT s
déduire angle. Pour une réflexion, on cherche la droite de point fixe pour la caractériser 2De plus, comme A est orthogonale, (AX) AX = X" A"AX = X" X. Ainsi
géométriquement. [IA%]] =1 et A est de module 1. -

11.3.2 Définition-Proposition
On note B = (u, v, w) une base orthonormée directe de E
Soit f € L(FE) telle que pour un 4 € [—m, 7]

11.2.5 Exemple
Calculer RyS,. On pourra d’abord remarquer que c’est une matrice d’isométrie négative.

I11.2.6 Composition de deux réflexions 1 0 0
Matg(f) = [0 cosf —sind
La composée de deux réflexion est une rotation du plan. Il reste a déterminer ’angle. 0 sinf cosf

11.2.7 Valeurs propres La matrice de f ne dépend pas du choix de v, w tant que (u, v, w) est une base orthonormée

directe.
1. Les matrices de rotations Ry # 415 ne sont pas diagonalisables dans R. Leurs valeurs Preuve
+i6 .
propres sont e~ Il faut prouver qu’en changeant de base orthonormée directe, on conserve la méme
2. Les réflexions sont diagonalisables, de valeurs propres 1 et -1 (multiplicité 1). matrice.
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Soit B’ = (u,v’,w’) une base orthonormée directe de E et P = Matg(B') la Pour la seconde, on pose By = (7, k,7) une autre BOND. Alors
matrice de passage de B & B'. Alors P € SO3(R) et i
1 0 0 cosf@ 0 sind
10 0 Matg,(r2) = | 0 cosf —sinf | donc Matp, (re) = 0 1 0
P=1|o a —b 0 sinf cosd —sind 0 cosf
0 b a

ol on a simplement utilisé la définition de Matg, (r2).

. L . On trouve en posant By = (k,7, ue
car les colonnes doivent former une base orthonormée directe : ceci impose les 0 P s=M7)a

dans la premiere ligne pour 'orthogonalité a la premiére colonne et la troisieme 1 0 0 cosf —sinf 0

colonne est calculée par produit vectoriel. Matg,(r3) = [0 cosf —sind | donc Matg, (r3) = [ sinf cosf 0

Alors, <Z _ab> € So02(R) (les colonnes de P sont de norme 1) et donc on peut 0 sing cosf 0 0 1

poser ¢ € R tel que P = (1 I11.3.5 Etude des valeurs propres

0 R¢> en notation par bloc.

10 1 0 Soit f € O(FE). Comme 3 est impair, x; posséde une racine réelle qui vaut forcément
Alors P~ = PT = ( ) = ( ) +1. Notons u un vecteur propre associé a A = £1.

T
0 R_ . i . o
. 0 R, . 7 Alors P = Vect(u)" est stable par f et fip est une isométrie d'un plan vectoriel. Ainsi
Un calcul direct (et un peu de trigonométrie) montre alors que . P
fip est une rotation ou une réflexion.

Matg (f) _ P~ Matg(f)P = Mats(f) 1. Si f|p est une réflexion, alors f est une symétrie orthogonale. Quitte a changer I'ordre
Ny ~~ 1 0 0
changement de base calcul | ] . ’ .
d’une base de vecteur propre, sa matrice réduite est de la forme {0 —1 0 | (f
0 0 -1
’, . ’ ’, . 1 0 0
IL.3.3 Interprétation géométrique est un retournement, c’est lecas A = —1)ou [0 1 0 | (f est une réflexion, c’est
L’interprétation géométrique est la suivante : Vect(u) est la droite des points fixes, et 1 N1 00 -1
dans P = Vect(v,w) = Vect(u)*, f est la rotation d’angle §. On dit alors que f est la ceas A=
rotation d’axe Vect(u) orienté par u et d’angle 0 2. Dans le cas out f|p est une rotation il y a plusieurs possibilités :
On dit que I'axe de f est orienté par u, car angle de rotation dans l'espace dépend — Cas A = 1. Dans ce cas on choisit (v, w) une BOND de P de telle sorte que B =
de la direction selon laquelle on observe le plan P. Le sens de u donne le “dessus” de P 1 0 0
et donc le c6té par lequel on observe P pour que I’angle soit bien 6. Si on change le sens (u,v,w) soit une BOND de 'espace et alors Matg(f) = [0 cosf —sinf
de u (qui devient donc —u), alors angle de la méme rotation devient —6. 0 sinf cosé
et f est une rotation
11.3.4 Exemple — Cas A = —1. f est la composée (commutative) d’une rotation et d’une réflexion.

Déterminer, dans R3 dont la base canonique est notée B, = (7,7, k) les matrices dans B,

: L’axe de rotation est Vect(u) et le plan de réflexion est P.
des rotations :

On construit B = (u, v, w) une BOND comme au point précédent et alors
1. r1 d’axe orienté par 7’ et d’angle 6,

, o . , -1 0 0 -1 0 O 1 0 0
2. rp d’axe orienté par j et d’angle 0, Matg(f) = 0 «cos(d) sin(f) | =1 0 1 0] x |0 cos(d) sin(d)
3. 13 d’axe orienté par k et d’angle 6 0 sin(f) cos(h) 0 0 1 0 sin(f) cos(6)
La premiére matrice est directement la matrice de la définition précédente. et le produit commute bien.
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I1.3.6 Théoréme (Les types d’isométries)
Soit f € O(E) avec E un espace euclidien de dimension 3.
1. Si det f = 1 alors f est une rotation de l'espace (ou un retournement qui est
une rotation d’angle ).

2. Sidet f = —1, alors f est soit une réflexion soit la composée d’une réflexion et
d’une rotation (I’axe de rotation étant orthogonal au plan de réflexion).

11.3.7 Proposition (Etude d’une matrice orthogonale)
Soit M € O3(R). On suppose M # +1;.

On note f I'endomorphisme canoniquement associé (ou plus généralement, une

isométrie dont M est la matrice dans une BOND)

1. Si M est symétrique, alors f est une symétrie orthogonale. Si tr(M) = 1 il s’agit
d’une réflexion (symétrie par rapport & un plan), si tr(M) = —1 il s’agit d’'une
symétrie axiale (retournement).

2. Sinon il y a deux cas.

(a) Sidet(M) =1, alors f est une rotation.

(b) Sidet(M) = —1 alors —M est une matrice de rotation d’axe Vect(u) orienté
par u et d’angle 6. Alors f est au choix :
— la composée de la réflexion par rapport a Vect(u)* et de la rotation
d’axe Vect(u) et d’angle 6 + .

— la composée commutative de la rotation d’axe Vect(u) et d’angle 6 et
de la symétrie centrale de centre O

11.3.8 Exemple

-1 2 2
Soit M = % 2 —1 2 |. M est symétrique donc il s’agit d’une matrice de symé-
2 2 -1
trie orthogonale. Comme tr(M) = —1, il s’agit d’une symétrie axiale.

On détermine 'axe comme ensemble des points fixes, ie comme noyau de M — I3 =

-4 2 2 1
£l 2 —4 2| Clairement X = [ 1| vérifie (M — I3)X =0 donc M est la matrice
2 2 -4 1
1
dans la base canonique de la symétrie orthogonale d’axe Vect | 1
1

I1.3.9 Déterminer une rotation

Soit M une matrice de SO3(R).
1. Etape 1 : déterminer I'axe. Il s’agit de I’ensemble des points fixes, ou encore de
I’espace propre associé a la valeur propre 1. On fixe u de norme 1 directeur de 1’axe.
2. Etape 2 : déterminer l'angle. On le note 6 €] — m, 7.
On a déja, tr(M) = 1+ 2cos(f) donc on connait cos(d) facilement. Il reste a trouver
le signe de 6, ie le signe de sin(6).
Fixons v, w tels que B = (u, v, w) soit une BOND. Alors

0
cosf| = sind.

det(u,v, Mv) =
B sin 0

10
0 1
0 0
Si maintenant X € R? n’est pas sur I’axe de rotation, on écrit X = au+Xp ot Xp est
non nul et orthogonal & u. Alors, dans la base orthonormée directe B’ = (u, ﬁ, UN

Hﬁ—;’”), detp (u, X, MX) = det(u, Xp, MXp) = || Xp||?sin(f) car Mu = u et par

opération élémentaire sur les colonnes.

I1.3.10 Proposition
Soit M € SO3(R) alors M est la matrice d’une rotation d’axe D = Vect(u) (orienté
par u) et d’angle 0 vérifiant :

1. D est le noyau de M — I3. On note D = Vect(u) ol u est unitaire.
tr(M)=1+2 0

2. Pour X un vecteur X ¢ D. 6 vérifie x . ) 2o
sg(sin(6)) = sg([u. X, MX])

déterminant est calculé dans une BOND, de préférence dans la base canonique.

En regle générale, on prend pour X un vecteur de la base canonique.

ou le

11.3.11 Exemple
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0 0 1
Soit M =11 0 O0].Montrer que M est une matrice de rotation dont on précisera
010

un axe dirigé et I’angle correspondant.
On a facilement det(M) = 1 par deux échanges de colonnes. Clairement les colonnes
de M forment une BON (qui est donc directe car det(M) > 0).
1
L’ensemble des points fixes est B3 (M) = Vect | 1 | et on pose u = —=
1
unitaire qui dirige et oriente I'axe de rotation. L’angle 6 €] — m, 7] vérifie

un vecteur

2cos(f) =

1
1
1
1+
1
tr(M) = 0 donc cos(f) = —3. Ainsi § = £Z. De plus, en posant v = (0) qui n’est
0

1 1 0
pas sur l'axe de rotation, sin(f) est du signe de [u,v, Mv] = % 1 0 1 = f par
1 00

développement suivant la 3eme ligne. Finalement 6 = %.

Chap 13 : Espaces euclidiens



Index

Bilinéaire,
Caractérisation de O (R), [f]
Définie,

Inégalité de bessel, [4]
Isométrie,

Moindres carrés, [4]

Positive, [I]
Produit scalaire,

Réflexion,
Retournement, [4]

Symeétrique,

11



	Espace préhilbertien, espace euclidien
	Produit scalaire
	Théorèmes
	Projections et symétries orthogonales

	Isométries
	Cas général
	Groupe orthogonal en dimension 2
	Groupe orthogonal en dimension 3


