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Iþ Espacesþ vectorielsþ

I.1þ K-espaceþ vectorielþ

Définitionþ 1þ
Soitþ E unþ ensembleþ munitþ d’uneþ opérationþ notéeþ +

{
E × E → E
(x, y) 7→ x+ y

etþ d’uneþ loiþ

“externe”þ définieþ parþ
{

K× E → E
(λ, x) 7→ λ.x

.þ

Onþ ditþ queþ E estþ unþ K-espaceþ vectorielþ ssiþ

1.þ + estþ associativeþ ieþ ∀x, y, z ∈ E (x+ y) + z = x+ (y + z).þ

2.þ + possèdeþ unþ neutreþ notéþ 0E telþ queþ ∀x ∈ E 0E + x = x+ 0E

3.þ + estþ commutativeþ ieþ ∀x, y ∈ E x+ y = y + x

4.þ Toutþ x ∈ E possèdeþ unþ opposéþ notéþ −x telþ queþ x+ (−x) = (−x) + x = 0E.þ

5.þ ∀x, y ∈ E∀λ ∈ K λ.(x+ y) = λ.x+ λ.y

6.þ ∀x ∈ E∀λ, µ ∈ K (λ+ µ).x = λ.x+ µ.x

7.þ ∀x ∈ E∀λ, µ ∈ K (λµ).x = λ.(µ.x)

8.þ ∀x ∈ E 1K.x = x.þ

Lesþ élémentsþ deþ E sontþ alorsþ appelésþ vecteursþ (þ etþ 0E estþ leþ vecteurþ nul)þ etþ ceuxþ deþ K
scalaires.þ Laþ loiþ +þ estþ l’additionþ deþ l’espaceþ vectorielþ etþ laþ loiþ . estþ laþ multiplicationþ parþ
unþ scalaire.þ

Définitionþ 2þ
Soitþ E unþ espaceþ vectorielþ etþ e1, . . . , en ∈ En.þ Uneþ combinaisonþ linéaireþ deþ x1, . . . , xn estþ

unþ vecteurþ deþ laþ formeþ
n∑

i=1

λiei oùþ λi ∈ K.þ

I.2þ Exemplesþ

I.3þ Sous-espacesþ vectorielsþ

Définitionþ 3þ
Soitþ E unþ K-evþ etþ F uneþ partieþ nonþ videþ deþ E.þ Onþ ditþ queþ F estþ unþ sous-þK-espaceþ
vectorielþ deþ E (abrégéþ sous-evþ ouþ sev)þ siþ F estþ unþ K-evþ pourþ lesþ loisþ deþ E restreinteþ àþ F
(enþ particulierþ ilþ estþ stableþ parþ cesþ lois).þ

I.4þ Résuméþ desþ exemplesþ

IIþ Basesþ

II.1þ Sevþ engendrésþ

Définition-Propositionþ 1þ
Soitþ E unþ K-espace-vectorielþ etþ e1, . . . , en ∈ E.þ L’espaceþ vectorielþ engendréþ parþ e1, . . . , en
estþ F = Vect(e1, . . . , en) = {λ1e1 + · · ·+ λnen|λ1, . . . , λn ∈ K}.þ

C’estþ unþ sous-espaceþ deþ E etþ toutþ espaceþ G quiþ contientþ e1, . . . , en vérifieþ F ⊂ G.þ (onþ
ditþ queþ l’espaceþ engendréþ estþ leþ plusþ petitþ espaceþ auþ sensþ deþ l’inclusionþ quiþ contienneþ lesþ
vecteursþ e1, . . . , en).þ

Définitionþ 4þ
Soitþ E unþ K-ev.þ Onþ ditþ queþ (e1, . . . , en) estþ uneþ familleþ génératriceþ deþ E (ouþ engendreþ E)þ
ssiþ E = Vect(e1, . . . , en),þ c’estþ àþ direþ siþ tousþ lesþ élémentsþ deþ E peuventþ s’écrireþ commeþ

combinaisonþ linéaireþ desþ ei,þ ouþ encoreþ ∀u ∈ E ∃(λ1, . . . , λn) ∈ Kn u =
n∑

i=1

λiei

II.2þ Famillesþ libresþ
Définitionþ 5þ
Soitþ E unþ K-evþ etþ (ei)i∈J1,nK uneþ familleþ deþ vecteursþ deþ E.þ

1.þ Onþ ditþ queþ (ei)i estþ liéeþ s’ilþ existeþ λ1, . . . , λn uneþ familleþ deþ scalaireþ nonþ tousþ

nulsþ telsþ queþ
n∑

i=1

λiei = 0 C’estþ àþ direþ qu’ilþ existeþ uneþ combinaisonþ linéaireþ desþ

ei quiþ soitþ nulleþ sansþ queþ tousþ lesþ coefficientsþ leþ soit.þ Onþ ditþ aussiþ queþ lesþ ei sontþ
linéairementþ dépendant.þ

2.þ Siþ (ei)i∈J1,nK n’estþ pasþ liée,þ elleþ estþ diteþ libreþ (ouþ linéairementþ indépendante).þ C’estþ

àþ direþ queþ pourþ touteþ familleþ (λ1, . . . , λn) ∈ Kn
n∑

i=0

λiei = 0 ⇒ ∀i ∈ J1, nKλi = 0

Enþ particulierþ uneþ familleþ libreþ neþ contientþ jamaisþ leþ vecteurþ nul.þ

Définitionþ 6þ
Dansþ E unþ K-espaceþ vectoriel.þ

1.þ Deuxþ vecteursþ liésþ sontþ ditsþ colinéaires.þ

2.þ Quandþ troisþ vecteursþ formentþ uneþ familleþ liée,þ ilsþ sontþ ditsþ coplanairesþ
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II.3þ Basesþ
Définitionþ 7þ
Soitþ E unþ K-evþ etþ (e1, . . . , en) ∈ En.þ Onþ ditþ queþ E estþ uneþ baseþ ssiþ

∀u ∈ E ∃!(x1, . . . , xn) ∈ Kn u = x1e1 + · · ·+ xnen =

n∑
i=1

xiei

.þ

Définitionþ 8þ
Soitþ E unþ K-evþ possédantþ uneþ baseþ (e1, . . . , en).þ Soitþ égalementþ u ∈ E.þ Onþ appelleþ coor-

donnéesþ deþ u dansþ laþ baseþ (e1, . . . , en) l’uniqueþ familleþ

x1

.þ.þ.þ
xn

 ∈ Kn telleþ queþ
n∑

i=1

xiei = u.þ

Pourþ k ∈ J1, nK,þ leþ scalaireþ xk estþ laþ kèmeþ coordonnéeþ deþ u dansþ (e1, . . . , en).þ

IIIþ Espacesþ deþ dimensionþ finieþ

III.1þ Basesþ incomplèteþ
Définitionþ 9þ
Soitþ E unþ K-ev.þ Onþ ditþ queþ E estþ deþ dimensionþ finieþ siþ E possèdeþ uneþ familleþ génératriceþ
finie.þ

III.2þ Dimensionþ
Définitionþ 10þ
Soitþ E unþ K-evþ deþ dimensionþ finie.þ Leþ cardinalþ communþ deþ touteþ sesþ basesþ estþ appeléþ
dimensionþ deþ E etþ notéþ dimK E ouþ dimE.þ

Dansþ leþ casþ dimE = 1,þ onþ ditþ queþ E estþ uneþ droiteþ vectorielle,þ etþ siþ dimE = 2 onþ ditþ
queþ E estþ unþ planþ vectoriel.þ

Laþ dimensionþ estþ doncþ leþ nombreþ deþ coordonnéesþ d’unþ vecteurþ deþ E dansþ n’importeþ
quelleþ baseþ deþ E.þ

III.3þ Dimensionsþ usuellesþ
Définitionþ 11þ

1.þ Unþ K-evþ deþ dimensionþ 1þ estþ appeléþ droiteþ vectoriel.þ
2.þ Siþ E estþ unþ K-evþ deþ dimensionþ n alorsþ toutþ sevþ deþ dimensionþ n − 1 estþ appeléþ

hyperplanþ deþ E.þ
3.þ Unþ K-evþ deþ dimensionþ 2þ estþ appeléþ planþ vectoriel.þ

III.4þ Rangþ d’uneþ familleþ
Définitionþ 12þ
Soitþ E unþ K-evþ etþ (e1, . . . , ep).þ Leþ rangþ deþ laþ familleþ (xi)i∈J1,pK estþ laþ dimensionþ deþ l’evþ
Vectþ(e1, . . . ep) (quiþ estþ bienþ deþ dimensionþ finie).þ Onþ leþ noteþ rg(e1, . . . , ep).þ

III.5þ Espacesþ supplémentairesþ
Définition-Propositionþ 2þ
Soientþ E unþ K-evþ etþ F,G deuxþ sevþ deþ E.þ Alorsþ l’ensembleþ

F +G = {xF + xG| xF ∈ F etþ xG ∈ G} = {x ∈ E| ∃(xF , xG) ∈ F ×G x = xF + xG}

estþ unþ sevþ deþ E etþ c’estþ mêmeþ leþ plusþ petitþ sevþ deþ E contenantþ F etþ G.þ

Définitionþ 13þ
Soientþ E unþ K-evþ etþ F,G deuxþ sevþ deþ E.þ Onþ ditþ queþ F etþ G sontþ supplémentairesþ (ouþ
queþ F estþ UNþ supplémentaireþ deþ G ouþ queþ G estþ UNþ supplémentaireþ deþ F )þ siþ ∀x ∈
E ∃!(xF , xG) ∈ (F × G) x = xF + xG (toutþ élémentþ deþ E s’écritþ deþ manièreþ uniqueþ
commeþ sommeþ d’unþ élémentþ deþ F etþ d’unþ élémentþ deþ G).þ

Onþ noteþ alorsþ F ⊕G = E.þ Onþ ditþ égalementþ queþ laþ sommeþ F +G estþ directe.þ

IVþ Matricesþ

IV.1þ Complémentsþ surþ leþ rangþ

IV.2þ Matriceþ d’uneþ familleþ
Définitionþ 14þ
Soitþ E unþ K-evþ deþ dimensionþ finieþ etþ B = (e1, . . . , en) uneþ baseþ deþ E.þ Soitþ (x1, . . . , xp) ∈
Ep uneþ familleþ deþ vecteurs.þ Pourþ i, j ∈ J1, nK × J1, pK onþ noteþ aij laþ ièmeþ coordonnéeþ deþ
xj.þ

Alorsþ laþ matriceþ A = (aij)16i6n
16j6p

∈ Mn,p(K) estþ appeléþ matriceþ deþ laþ familleþ (x1, . . . , xp)

dansþ laþ baseþ B etþ estþ notéþ MatB(x1, . . . , xp).þ
C’estþ laþ matriceþ desþ colonnesþ desþ coordonnéesþ desþ xj.þ

IV.3þ Matricesþ etþ basesþ
Définitionþ 15þ
Soitþ E unþ K-evþ deþ dimensionþ finieþ etþ B,B′ deuxþ basesþ deþ E.þ Onþ appelleþ matriceþ deþ passageþ
deþ B àþ B′ laþ matriceþ MatB(B′) deþ B′ dansþ B.þ
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