Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire

I Enoncé du théoréme

On counsidére un intervalle I, trois fonctions continues a, b, c € C(I,R), ty € I et vg,v; € R. On souhaite résoudre
le probléme de Cauchy

d’inconnue y € C*(I,R)
La premiére étape est de transformer ce probléme en un probléme d’ordre 1, vectoriel. Pour y € C2(I,R), on pose

Y = (;}C) (qui est C! de I dans R?) et le probléme de Cauchy peut alors s’écrire

YO (Lot ) YO+ () 4700 = (1)

Théoréme 1 (Cauchy-Lipschitz linéaire)

. I - M,R)
Soit A : t o A
fixe tg € I et Yy € R™.

Alors le probleme de Cauchy

une fonction continue & valeurs matricielles, B : I — R" une fonction continue. On

Vte IY'(t)=A(t)Y(t) + B(t)
Y(to) =Yo

(d’inconnue Y € C'(I,R™)) admet une unique solution.

II Norme d’une matrice

Pour prouver ce théoreme, nous avons besoin d’une autre notion de norme pour une matrice M.

Proposition 1
Soit M € M, (R). Notons S; = {X € R"; | X =1}.

+
1. L’application f : { S)} : }|1|£M X|| possede une valeur maximale que 'on notera N(M).

2. Ona 0 N(M)=N(—M).
3. Pour M; € M,(R), N(M + M;) < N(M) + N(M;) (inégalité triangulaire).

Preuve.
1. S; est un ensemble fermé et borné de R”™. Il reste & montrer que f est une application continue.
L’application linéaire X — M X est clairement continue sur chaque coordonnée. De plus, X — || X| =

n

>~ 22 (avec des notations évidentes pour les coordonnées de X) est une application continue sur R”
k=1

par somme et composition.
Finalement, f est continue par composition. Ainsi f posséde une valeur maximale (et une valeur minimale
évidente qui est 0).
2. Evident d’apres la définition de N(M).
3. M + M; € M,,(R) et la preuve précédente montre qu’on peut poser Xy tel que N(M + M) = ||(M +
M1)Xp|| (un maximum est atteint en au moins un point).
Alors N(M + M) < ||MXo|| + || M1Xo]|| par inégalité triangulaire. De plus, par définition (en tant que
maximum) de N(M) on a |MXy|| < N(M) et de méme ||M; Xo|| < N(M).
On a bien
N(M + M) < N(M) + N(M) m
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Norme et produit Soit X € R" et M € M, (R).
— SiX=0alors MX =0 et donc |[MX| =0=N(M)|X]|.
— Si X # 0, on pose X7 =
N(M). Ainsi

HXH

[MX| < N(M)||X]|
Cette derniére relation est également valable pour X = 0.

Proposition 2
En utilisant les notations de la proposition 1 on a

M*)OMW(R)
+
2. L’application N : { M"(BJE) : %(M) est continue sur M, (R)
Preuve.

La preuve de cette proposition peut étre omise en premiere lecture.

X € S; et alors, par définition de N (M), ||MXq| <

N (M) ou encore mHMXH <

1. Soit M € M, (R). Notons Ly,..., L, les lignes de M ; Soit X € R™. On a, par définition du produit

matriciel
L X (L', X)
L,.X (L7, X)

ou on utilise le produit scalaire canonique sur R™.

n n
Ainsi |[MX||? = Y <LZ-T,X>2 < SILT)?IX )2 d’apres Pinégalité de Cauchy-Schwarz et par somme

i=1 i=1

d’inégalités. En factorisant par || X||* et en notant M = (m;;); je[1,n], OD &

IMX)* < szj HIX?

=1 j=1

car chaque coefficient apparait exactement une fois dans les ||L;|?.

On en déduit que si X € Sy, alors |[MX|| < ||M]|? ott on utilise la norme de M,,(R) associée au produit
scalaire canonique (||M||* = tr(MT M), qui est la somme des carrés des coefficients de M).

Par définition de N (M) (qui est un maximum don également une borne supérieure, c’est & dire le plus

petit de tous les majorant), on a donc 0 < N(M) < ||M|%.

Or || M]? Ao 0 (une matrice tend vers 0 ssi tous ses coefficients le font) et par encadrement
—

N(M) — 0
—

2. On doit démontrer que pour My € M,,(R) fixée, on a N(M) iy N(My).
— Mo

D’apres la conséquence classique de I'inégalité triangulaire, on a 0 <
pour toute matrice M.

M) — N(My)| < N(M — My)

On applique l'inégalité triangulaire & (M — My)+ My puis a (Mo — M)+ M pour obtenir N(M)—N (M) <

N(M — My) et N(My) — N(M) < N(My— M) = N(M — My).
Ainsi, par encadrement,

N(M) | 5 N(Mo)

car M — My —  Opy,(r) et d’apres le point précédent.
M— My

IIT Construction d’une solution du probleme de Cauchy

Transformation de 1’équation différentielle. Imaginons un instant que Y vérifie I’équation différentielle du

théoreme 1.
Alors

Vte I Y(t) = Y(ty) + /t(A(s)Y(s) + B(s))ds

to

(1)

L’intégrale considérée est ici une intégrale d’une fonction vectorielle, qui se calcule coefficient par coefficient.
Réciproquement, une fonction Y € C*(I,R™) qui vérifie est une solution de notre probleme de Cauchy.
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Idée fondamentale : pour les suites numériques vérifiant une relation de récurrence de la forme wu,+1 = f(u,) on
prouve usuellement (sous de bonnes hypothéses) que (u,,) converge vers un ¢ tel que £ = f(£).

Construction d’un candidat on considére que Yy est une fonction constante et pour tout n € N on définit la
fonction Y;, 41 € C1(I,R™) par
t
Ve T Yy (t) = Yo+ / (A()Ya(s) + B(s))ds
to

On a donc Y, ,(t) = A(t)Y,(t) + B(t).

Inégalité triangulaire intégrale et norme. Pour f : [a,b] — R™ une fonction continue, montrons que <

/a ' fo)at

b
/ I (¢)]|dt. On utilise ici la norme classique (associée au produit scalaire canonique de R™).
¢ b
Posons v = / f(®)dt € R™. Alors
2 b b
— (v [ ftat) = [ o, piena

/a " Foyar

par linéarité de I'intégrale (pour le voir, poser les fonctions coordonnées de f et exprimer I'intégrale)
Or, pour ¢ € [a,b], (v, f(t)) < ||v||||f(t)]] d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Ainsi on obtient

/abf(t)dt

Que v soit le vecteur nul ou non, on obtient bien ||v| = ‘

2 b
< ol / 1£(6)at

/a " ftyar

lv]l* = ‘

par linéarité de I'intégrale.

b
< / 1£(t)lldt

Proposition 3
On utilise les notations définissant la suite (Y,,).
Soit J = [a,b] C I un segment contenant t.

1. Tl existe deux constantes My, C'y (qui dépendent du choix de J) telles que

My (b~ a)"
M —a)

VneNVteJ ||You(t) —Y, () <C nl

2. Pour t € S, la suite de vecteurs (Y, (t))nen converge vers un vecteur noté Y'(¢).

3. La fonction ¢ — Y'(¢) définie sur J est une fonction continue.

Preuve.

1. Remarquons d’abord que ¢ : s — N(A(s)) est une fonction continue sur J par composition, car N est
continue et A est supposée continue. De plus, J est fermé borné donc ¢ posséde un maximum noté M.
De méme, s — ||Y1(s) — Yo(s)]|| est une fonction continue sur J = [a, b] par composition et donc possede
un maximum noté C';.
Montrons par récurrence que ¥n € NVt € J ||[V,41(t) — Yo, (8)|| < CJW.
— Le cas n = 0 est seulement la définition de Cj.
— Supposons la propriété vraie pour un n € N fixé. Soit ¢ € J. On traite pour commencer le cas t > tg

(pour s’assurer qu’on intégre bien sur un segment, ie “de gauche a droite”).

On a [[Yai2(t) = Yaia ()] < / [A(s)(Yns1(s) — Yan(s))[|ds.

to
Or, pour s € [to,t], ||A(8)(Yns1(s) — Yn ()| < N(A()||Ynt1(s) — Yu(s)|| (voir la remarque suivant
la proposition 1). Par produit de nombres positifs, ||A(s)(Ynt+1(s) — Y ()|l < My ||Yn+1(s) = Yo (s)]].
On peut utiliser maintenant ’hypothese de récurrence pour obtenir, par croissance de l'intégrale

t M™ —t)" —¢ nt+17t
Wasa(t) — Yar (0 < My [ €, M=) 40 oyt {(‘90)]
to

to n! (n+1)!
t to
le cas t < ty se traite de maniére similaire, mais / == / e
to t
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— Par récurrence, la propriété a prouver est vraie.
Comme, pour tout t € J, t,tg € J on a [t — tg| < b — a et par croissance de la fonction puissance n,
|t — to|™ < (b — a)™. Ce qui prouve le premier point

2. Remarquons pour poursuivre (et dans Uesprit du cours sur les séries), on a Y, (t)=Yo(t) = > (Yit1(t) — Yi(2)).

k=0
Chaque coordonnée de Y, (t) — Yy(t) est donc une somme partielle dont le terme général est majoré
X1
en valeur absolue par Cjw (Pour X = | |, on a |z < ||X] immédiatement). De plus,
Ln
> Cjw est une série convergente (vers Cyexp(M;(b — a))).
n=0

Ainsi (Y, (t) — Yo(t)),, est une suite convergente (toutes ses coordonnées sont des séries convergentes) et
on a bien (Y, (t)) converge vers un certain vecteur Y (t), et ce pour chaque t € J.

3. Fixons ¢; € J, montrons que Y (¢) 3 Y (t1).
Sh
Soit » € N. On a

1Y (1) =Y (@)l = Y (t2) = Ya(t) + Ya(t) = (V(E) = Ya(t) = Ya (@) ||
<Y (E1) = Yu (@)l + [Ya(t2) = Ya (DI + [IY(2) — Ya(®)|]

Soit maintenant m >net s € J. On a

m—1 m—1 5 . L
k=n k=n :

par inégalité triangulaire et d’apres le point 1.

La somme qui apparalt est une somme partielle du reste de rang n — 1 d’une série convergente et donc

la limite quand m — +o0 existe et est finie. De méme Y, (s) - Y (s) d’apres le point 2 et donc on
m——+00

peut faire tendre m — +o0 et utiliser le passage a la limite des inégalités larges (qui, rappelons le, ne
prouve pas l'existence de limite mais suppose d’abord que la limite existe).
M — o)t
|

“+o0
1Y (s) = Ya(s)| < Y Co—"—— = Ru(J)
k=n

par continuité de la norme.

On remarque que R,(J) ne dépend pas de s et on a R, (J) —J>r 0 (en tant que reste d’une série
n——+00

convergente).
On reprend l'inégalité de départ

1Y (t1) =Y (@)l < 2Rn(J) + [[Yn(tr) — Y (D)

Fixons maintenant ¢ > 0. On prend un n suffisamment grand pour que 2R, (J) < 5.

Comme Y,, est continue en t; (c’est une fonction C! sur J), on peut choisir § > 0 tel que

vt JN [t =0t + 3] [Ya(t) = Ya(Dll < 5.
Alors Vt € JN[t1 — 6,81 + 0] ||[Y (1) — Y (¢)]] < e. Clest la définition de Y'(¢) 3 Y (t1). L]
1

Extension & I. Tout t € I peut étre vu comme un élément d’un segment J = [a, b] contentant ¢, (et on peut méme
choisir J de telle sorte que ¢ soit & I'intérieur de J sauf si ¢ est une borne de I).

La construction précédente définie en fait Y sur I en entier, et cette fonction est continue sur I en entier (la preuve
de continuité n’est valable qu’en a® et b~ dans la proposition précédente, mais c’est suffisant si on peut mettre ¢ &
I'intérieur de J et de méme si ¢ est en fait une borne fermée de I).

Proposition 4
La fonction Y construite a la proposition précédente vérifie :

VielIY(t)=Yy+ /t(A(s)Y(s) + B(s))ds

to

et donc Y est de classe C! sur I et est une solution de notre probléme de Cauchy.




Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire

Preuve.
Encore une fois, on pose n € N.

Soit t € I. On choisit comme segment J = [¢, to] ou [to, t] suivant que ¢ < to ou ¢ > to (I'égalité est facilement
vérifiée en t =ty car Y, (tg) = Y est une suite constante qui converge vers Yy = Y (¢)).

Soit n € N\{0}. On a

A(s)(Y(s) = Y,—1(s))ds

to

IY'(t) = Yo - / (A(s)Y (s) + B(s))ds = Yo (t) + Yo ()| < [[Y'(2) = Ya(8)[] +

to

(par définition de Y, — Yp). On a déja ||[Y'(¢) — Y, (¢)|] — O.

n—-+oo

De plus, pour s entre t et tg,
[A(s)(Y (s) = Ya1(s))l| < N(A)Y () = Ya-1(s)l| < My[[Y'(s) = Yn-1(s)| < MjRp_1(J)

avec les notations de la preuve précédente.
Ainsi, par inégalité triangulaire intégrale et croissance de l'intégrale (on passe en valeur absolue pour traiter
les deux cas de forme d’intervalle) on a
t
/ 1ds
to

Comme R,,_1(J) —J>r 0, par somme de limites nulles et par encadrement
n—-+00

< MyRo_1(J)
~————

=

/ A(8)(Y(5) — Yp_1(s))ds = MyRp_1(J)]t — to]

to

t

1Y ()~ Yo - / (A(s)Y (s) + B(s))ds]| = [[Y'(£) — Yo — / (A(s)Y (s) + B(s))ds — Ya(t) + Ya(®)]| — 0

to to n—-4o0o

Ainsi, [|Y(£) — Yo — / (A(s)Y (s) + B(s))ds]| = 0.

to

On a bien Y de classe C! par somme (une fonction constante et une primitive de fonction continue par
produit) et solution du probleme de Cauchy comme déja remarqué. ]

IV  Unicité de la solution

Imaginons qu’il existe deux fonctions g, h : I — R™ de classe C! telles que

Vt e I 1 (t) = A(Dh(t) + B(?)

h(to) = Yo
Vi e I g'(t) = At)g(t) + B(t)
g(to) = Yo

Considérons J = [a, b] un segment inclus dans I qui contienne ty. Nous allons montrer que Vt € J h(t) = g(¢t).
Soit t € J. On a, en passant I’équation différentielle sous forme intégrale,

<

lg(t) - h()] = \

/t A(s)(g(s) — h(s))ds / 1A(s)(g(s) — h(s)) |ds

Or ||g — h|| est une fonction continue (par composition) sur un segment J, elle posséde une valeur maximale notée C';.
Ainsi, pour s € [tg,t] (ou [t,tp]) qui est segment inclus dans J, on a

[1A(s)(g(s) = h(s)Il < N(A(s)llg(s) = h(s)l| < M;Cy
en reprenant la définition de M; donnée dans la preuve de la proposition [3]

t
Ainsi ||g(t) — h(t)H < MJCJ / 1ds| = MJCJ|t — t0|.
~——1Jt,

>0
Mais on peut maintenant reprendre le raisonnement en remplagant C; par le majorant trouvé ici :

' 2]t —tol?
MJ X M.]CJ|S—t0|dS = CJMJ

to

lg(t) = (@) <

(pour le calcul de I'intégrale, on peut par exemple traiter séparément les cas t > tg et ¢ < ¢y pour supprimer les valeurs
absolues)
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Par une récurrence immeédiate,

M7t —to|™
Vi € N lg(t) — hio)| < ¢, LTl
Ainsi, par encadrement (on a reconnu un terme général de série convergente, qui tend donc vers 0), ||g(t) — h(¢)|| =0

ie g(t) = h(¢).
Ainsi g et h coincident sur J pour tout segment J C I (contenant tg) et donc coincident sur I en entier.t
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