
Imageþ continueþ d’unþ segmentþ

Complémentþ surþ lesþ fonctionsþ continuesþ
Théorèmeþ 1þ
Soientþ a < b deuxþ réelsþ etþ f uneþ fonctionþ continueþ surþ leþ segmentþ [a, b].þ Alorsþ f([a, b]) estþ unþ segment,þ ouþ encoreþ f
estþ bornéeþ etþ atteintþ sesþ bornes.þ

Pourþ prouverþ ceciþ (etþ touteþ laþ suiteþ d’ailleurs)þ nousþ auronsþ besoinþ duþ fameuxþ

Théorèmeþ 2þ (Bolzano-Weierstrass)þ
Deþ touteþ suiteþ bornéeþ deþ nombresþ réelsþ onþ peutþ extraireþ uneþ suiteþ convergente.þ

Preuve.þ
C’estþ uneþ conséquenceþ directeþ duþ Lemmeþ desþ pics,þ queþ nousþ allonsþ prouverþ maintenant.þ

Extraireþ uneþ suiteþ

Soitþ (un) ∈ RN.þ Uneþ suiteþ extraiteþ deþ (un) estþ uneþ suiteþ (vn)n∈N deþ laþ formeþ ∀n ∈ N vn = uϕ(n) oùþ ϕ : N → N estþ
strictementþ croissante.þ

Ainsiþ extraireþ uneþ suiteþ deþ (un) (construireþ (vn))þ revientþ àþ trouverþ uneþ suiteþ d’þindicesþ strictementþ croissante.þ

Lemmeþ 1þ (Lemmeþ desþ pics)þ
Soitþ (un) ∈ RN.þ Alorsþ onþ peutþ extraireþ deþ (un)n uneþ suiteþ (vn) = (uϕ(n)) quiþ soitþ monotone.þ

Preuve.þ
L’idéeþ graphiqueþ estþ laþ suivanteþ :þ onþ dessineþ lesþ pointsþ deþ laþ suitesþ (leþ grapheþ deþ cetteþ fonction)þ etþ chaqueþ naturelþ
n estþ associéþ àþ uneþ “hauteur”þ un.þ Siþ onþ imagineþ unþ soleilþ levantþ (depuisþ l’est,þ doncþ versþ +∞ pourþ n),þ alorsþ nosþ
pointsþ peuventþ êtreþ éclairéþ ouþ nonþ suivantþ qu’ilþ yþ aþ desþ pointsþ plusþ hautþ “après”.þ

Posonsþ E = {n ∈ N| ∀p > n xn > xp} etþ O = {n ∈ N| ∃p > n xn 6 xp} = N−E (respectivementþ l’ensembleþ
desþ indicesþ desþ pointsþ éclairésþ etþ ceuxþ desþ pointsþ dansþ l’ombre).þ Deuxþ casþ seþ présentent.þ

—þþ Siþ E estþ infini,þ onþ noteþ ϕ(n) leþ nièmeþ nombreþ deþ E (considéréþ dansþ l’ordreþ croissant)þ etþ parþ définitionþ deþ
E laþ suiteþ (uϕ(n)) estþ strictementþ décroissante.þ
Enþ effet,þ pourþ n ∈ N onþ aþ ϕ(n) ∈ E etþ ϕ(n+ 1) > ϕ(n) doncþ uϕ(n) > uϕ(n+1).þ

—þþ Siþ E estþ fini,þ alorsþ ilþ estþ majoréþ parþ unþ N ∈ N etþ toutþ n > N estþ dansþ O.þ Notonsþ ϕ(0) = N +1 /∈ E.þ Doncþ
ilþ existeþ p1 > ϕ(0) telþ queþ xp1

> xϕ(0) (calculerþ laþ négationþ deþ N + 1 ∈ E).þ Onþ poseþ ϕ(1) = p1.þ Commeþ
p1 ∈ O (ilþ estþ strictementþ plusþ grandþ queþ N),þ onþ peutþ recommencerþ etþ définirþ p2 telþ queþ xp2

> xp1
etþ alorsþ

onþ poseþ ϕ(2) = p2 > ϕ(1) etþ parþ récurrenceþ onþ aþ trouvéþ uneþ suiteþ extraiteþ croissanteþ (nonþ strictementþ
d’ailleurs).þ

Preuveþ duþ théorèmeþ 1þ

D’aprèsþ leþ théorèmeþ desþ valeursþ intermédiaires,þ f([a, b]) estþ unþ intervalleþ I.þ Notonsþ M = sup(I) ∈ R.þ Nousþ devonsþ
montrerþ queþ M ∈ f([a, b]),þ c’estþ àþ direþ trouverþ c ∈ [a, b] telþ queþ f(c) = M .þ Ceciþ prouveraþ queþ M estþ finiþ etþ doncþ queþ
f estþ majoréeþ etþ queþ sonþ imageþ possèdeþ unþ maximum.þ

Pourþ celaþ construisonsþ uneþ premièreþ suiteþ (yn).þ
—þþ Siþ M = +∞,þ onþ prendþ uneþ suiteþ (yn) àþ valeursþ dansþ I quiþ tendþ versþ +∞.þ
—þþ Siþ M ∈ R,þ alorsþ pourþ n ∈ N onþ peutþ trouverþ yn ∈ I telþ queþ M − yn < 1

n+1 (c’estþ àþ direþ M − 1
n+1 < yn 6 M)þ

parþ caractérisationþ deþ laþ borneþ supérieure.þ
Dansþ tousþ lesþ casþ yn →

+∞
M etþ (yn) estþ àþ valeursþ dansþ I c’estþ àþ direþ queþ chaqueþ yn possèdeþ auþ moinsþ unþ antécédentþ parþ f .þ

Notonsþ xn unþ deþ cesþ antécédentsþ etþ nousþ disposonsþ maintenantþ d’uneþ suiteþ (xn) dansþ [a, b] telleþ queþ f(xn) = yn →
+∞

M

(parþ encadrement).þ
Maisþ (xn) estþ bornéeþ carþ ∀n ∈ N a 6 xn 6 b etþ doncþ nousþ pouvonsþ enþ extraireþ uneþ suiteþ (xϕ(n)) quiþ convergeþ versþ

unþ réelþ c.þ Deþ plus,þ c ∈ [a, b] parþ passageþ àþ laþ limiteþ desþ inégalitésþ larges.þ
Commeþ f estþ continueþ enþ c,þ f(xϕ(n)) →

+∞
f(c).þ Maisþ nousþ avonsþ égalementþ f(xϕ(n)) = yϕ(n) →

+∞
M .þ Parþ unicitéþ deþ

laþ limiteþ ,þ f(c) = M quiþ estþ bienþ unþ maximum.þ
Deþ plus,þ −f possèdeþ égalementþ unþ maximumþ (pourþ lesþ mêmesþ raisons)þ etþ doncþ f possèdeþ égalementþ unþ minimumþ

etþ leþ théorèmeþ estþ prouvé.þ
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