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Théorèmeþ 1þ (d’Alembert-Gauss)þ
Toutþ polynômeþ deþ C[X] nonþ constantþ possèdeþ auþ moinsþ uneþ racine.þ

Nousþ allonsþ prouverþ ceþ théorèmeþ enþ plusieursþ étapes.þ Soitþ P =
p∑
k=0

akX
k ∈ C[X] unþ polynômeþ deþ degréþ p > 0.þ

Onþ noteþ f :

{
C → R+

z 7→ |P (z)| .þ Leþ grosþ deþ notreþ travailþ vaþ consisterþ àþ étudierþ laþ fonctionþ f .þ

Lemmeþ 1þ
Soitþ (zn) ∈ CN.þ Siþ (zn)n convergeþ versþ α ∈ C alorsþ (f(zn))n convergeþ versþ f(α).þ

Ceciþ estþ analogueþ àþ notreþ théorèmeþ deþ compositionþ d’uneþ suiteþ àþ valeursþ réellesþ parþ uneþ fonctionþ d’uneþ variableþ
réelle.þ

Preuve.þ
Soitþ n ∈ N.þ Ramenons-nousþ àþ uneþ suiteþ deþ réelsþ positifs,þ etþ prouvonsþ qu’elleþ tendþ versþ 0.þ

Onþ aþ |f(zn)− f(α)| =
∣∣∣∣| p∑
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∣∣∣∣ parþ inégalitéþ triangulaire.þ

Deþ plusþ
p∑
k=0

akz
k
n −
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akα
k =

p∑
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ak(z
k
n − αk) = (zn − α)

p∑
k=1

ak

(
k−1∑
i=0

zinα
k−i

)
(simplificationþ desþ a0 etþ

factorisationþ dansþ unþ anneau).þ
Commeþ (zn) converge,þ elleþ estþ bornéeþ etþ onþ peutþ poserþ M ∈ R+ telþ queþ ∀n ∈ N |zn| 6 M .þ

Alorsþ |f(zn) − f(α)| 6 |zn − α|
p∑
k=1

|ak|
(
k−1∑
i=0

|zin||αk−i|
)

parþ inégalitéþ triangulaireþ (appliquéeþ p + 1 fois)þ

etþ ainsiþ |f(zn) − f(α)| 6 |zn − α| × A oùþ A estþ uneþ constanteþ (indépendanteþ deþ n)þ dansþ R+ donnéeþ parþ
p∑
k=1

|ak|
(
k−1∑
i=0

|M |i|αk−i|
)

.þ

Parþ produitþ deþ limitesþ réellesþ etþ parþ encadrement,þ |f(zn)− f(α)| → 0 etþ doncþ f(zn) → f(α)

Lemmeþ 2þ (Lemmeþ desþ pics)þ
Soitþ (un) ∈ RN.þ Alorsþ onþ peutþ extraireþ deþ (un)n uneþ suiteþ (vn) = (uϕ(n)) quiþ soitþ monotone.þ

Preuve.þ
Voirþ laþ preuveþ duþ théorèmeþ deþ Bolzano-Weierstrass.þ

Remarqueþ préliminaireþ

Soitþ r ∈ R+.þ Laþ fonctionþ ϕr :

{
[−π, π] → R+

θ 7→ |P (reiθ)| possèdeþ unþ maximumþ etþ unþ minimumþ carþ c’estþ uneþ

fonctionþ réelleþ continueþ (parþ compositions)þ surþ unþ segment.þ

Propositionþ 1þ
Laþ fonctionþ f :

{
C → R+

z 7→ |P (z)| possèdeþ unþ minimum.þ

Ceþ résultatþ généraliseþ leþ théorèmeþ surþ lesþ fonctionsþ d’uneþ variableþ réelleþ quiþ affirmeþ queþ l’imageþ d’unþ segmentþ parþ
uneþ fonctionþ continueþ estþ unþ segment.þ

Preuve.þ
Notonsþ queþ f estþ minoréeþ parþ 0 etþ doncþ onþ peutþ poserþ m = inf f(C) carþ l’imageþ deþ f estþ uneþ partieþ nonþ videþ etþ
minoréeþ deþ R.þ Leþ butþ estþ iciþ deþ montrerþ queþ m estþ nonþ seulementþ unþ minorantþ maisþ leþ minimumþ deþ f(C) c’estþ
àþ direþ m ∈ f(C).þ

Deþ plus,þ siþ onþ considèreþ g :

{
R+ → R+

r 7→ min
θ∈[−π,π]

|P (reiθ)| ,þ alorsþ g(r) ∼
r→+∞

|ap|rp.þ Enþ effet,þ siþ r > 0,þ

alorsþ g(r)
|ap|rp = 1

|aprp| min
θ∈[−π,π]

|
p∑
k=0

akr
keikθ| = min

θ∈[−π,π]
1

|aprp| |
p∑
k=0

akr
keikθ| carþ 1

|aprp| neþ dépendþ pasþ deþ θ.þ Ainsiþ laþ

quantitéþ dontþ onþ veutþ leþ minimumþ estþ |epiθ +
p−1∑
k=0

ak
ap
rk−peikθ| enþ isolantþ leþ dernierþ terme.þ Maisþ laþ sommeþ tendþ

versþ 0 quandþ r → +∞ parþ sommeþ (d’unþ nombreþ fixéþ deþ termes)þ etþ deþ manièreþ indépendanteþ deþ θ (c’estþ àþ direþ
qu’onþ peutþ trouverþ uneþ valeurþ deþ r suffisammentþ grandeþ pourþ queþ cetteþ sommeþ soitþ deþ moduleþ 6 ε pourþ toutesþ
lesþ valeursþ deþ θ etþ quelqueþ soitþ ε > 0 fixéþ àþ l’avance).þ Doncþ onþ aþ bienþ g(r)

|ap|rp →
r→+∞

1.þ

Ainsiþ onþ peutþ restreindreþ laþ rechercheþ deþ notreþ minimumþ àþ unþ ensembleþ deþ complexeþ deþ laþ formeþ D = {z ∈
C| |z| 6 R} pourþ unþ certainþ R > 0 (poséþ telþ queþ siþ |z| > R alorsþ |P (z)| > m+ 42 parþ exemple).þ
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D’aprèsþ laþ caractérisationþ deþ laþ borneþ inférieureþ montréeþ dansþ leþ chapitreþ surþ lesþ réels,þ pourþ n > 0 onþ peutþ
poserþ an ∈ f(C) telþ queþ m 6 an < m + 1

n (carþ 1
n > 0).þ Ainsiþ onþ aþ construitþ uneþ suiteþ (an)n ∈ RN (àþ valeursþ

dansþ f(C))þ quiþ convergeþ versþ m.þ Orþ toutþ an estþ l’imageþ parþ f d’unþ certainþ zn ∈ D (oui,þ dansþ notreþ disque,þ sinonþ
|P (zn)| = an > m+ 42 ceþ quiþ n’estþ pas).þ

Nousþ disposonsþ maintenantþ d’uneþ suiteþ (zn) = (xn+iyn) sousþ formeþ algébriqueþ quiþ neþ convergeþ pasþ forcémentþ
maisþ quiþ estþ bornéeþ (enþ module)þ parþ R etþ quiþ vérifieþ ∀n ∈ N f(zn) = an.þ D’aprèsþ leþ lemmeþ précédentþ onþ peutþ
extraireþ uneþ suiteþ (un) = (xϕ(n))n quiþ estþ monotone.þ

Siþ onþ poseþ (vn) = (yϕ(n)),þ alorsþ v estþ àþ valeursþ réellesþ doncþ onþ peutþ égalementþ enþ extraireþ uneþ suiteþ (vψ(n))
monotone.þ Alorsþ lesþ suitesþ (uψ(n)) etþ (vψ(n)) sontþ monotonesþ etþ extraitesþ deþ (xn) etþ (yn) respectivement.þ

Commeþ (zn) estþ bornéeþ etþ queþ pourþ toutþ n ∈ N onþ aþ |xn| 6 |zn| etþ |yn| 6 |zn| (chapitreþ surþ lesþ complexes),þ
lesþ suitesþ (xn) etþ (yn) sontþ bornéesþ etþ doncþ nosþ suitesþ extraitesþ aussi.þ

Finalementþ (uψ(n)) etþ (vψ(n)) sontþ monotonesþ etþ bornéesþ etþ doncþ convergentþ versþ deuxþ réelsþ notésþ α etþ β
respectivement.þ

Laþ suiteþ complexeþ γn = uψ(n) + ivψ(n) estþ alorsþ convergenteþ versþ α+ iβ etþ extraiteþ deþ (zn).þ Ainsiþ (f(γn))n
estþ extraiteþ deþ (an) etþ convergeþ doncþ versþ m.þ

Deþ plus,þ d’aprèsþ leþ lemmeþ 1þ,þ f(γn) → f(α+ iβ).þ
Parþ unicitéþ deþ laþ limite,þ m = f(α + iβ) etþ doncþ m estþ nonþ seulementþ laþ borneþ inférieureþ deþ f maisþ sonþ

minimum.þ

Preuveþ duþ théorèmeþ Onþ souhaiteþ montrerþ queþ P possèdeþ uneþ racineþ dansþ C.þ Supposonsþ queþ auþ contraireþ ∀z ∈
C P (z) 6= 0.þ

—þþ Laþ premièreþ étapeþ consisteþ àþ modifierþ l’équationþ P (z) = 0 queþ l’onþ souhaiteþ étudierþ pourþ simplifierþ lesþ raison-
nements.þ
Notonsþ m = min(f) = f(z0) (pourþ unþ certainþ z0 ∈ C)þ leþ minimumþ deþ laþ propositionþ précédente.þ Quitteþ àþ étudierþ
plutôtþ leþ polynômeþ P (X − z0) (quiþ aþ autantþ deþ racinesþ queþ P ,þ ellesþ sontþ seulementþ décaléeþ deþ laþ constanteþ z0),þ
onþ peutþ supposerþ queþ z0 = 0.þ Ainsiþ laþ fonctionþ f estþ minimaleþ enþ 0þ etþ f(0) = m = |a0|.þ

—þþ Onþ aþ deþ plusþ a0 6= 0 (sinonþ 0 estþ racine)þ etþ onþ peutþ doncþ supposerþ a0 = 1 (quitteþ àþ diviserþ l’équationþ P (z) = 0
parþ a0 sansþ modifierþ sesþ solutions).þ Ainsiþ onþ peutþ écrireþ P (X) = 1 + akX

k + XkQ(X) oùþ k estþ leþ plusþ petitþ
indiceþ i > 0 telþ queþ ai 6= 0 (unþ telþ indiceþ existeþ carþ deg(P ) > 0)þ etþ Q ∈ C[X] estþ telþ queþ Q(0) = 0 (onþ aþ factoriséþ
parþ Xk desþ puissancesþ deþ X supérieuresþ k + 1 s’ilþ yþ enþ aþ etþ sinonþ Q = 0).þ Onþ aþ maintenantþ f(0) = m = 1.þ

—þþ Commeþ ak 6= 0,þ onþ peutþ poserþ unþ d ∈ C∗ telþ queþ dk = − 1
ak

(chapitreþ surþ lesþ racinesþ k-ièmesþ deþ l’unité).þ Alorsþ
pourþ t ∈ [0, 1] onþ aþ f(td) = |1 + ak(td)

k + (td)kQ(td)| = |1− tk + (td)kQ(td)| 6 |1− tk|+ |(td)kQ(td)|.þ
Orþ laþ fonctionþ t 7→ dkQ(td) (variableþ réelle,þ valeursþ complexes)þ estþ polynomialeþ etþ nulleþ enþ 0þ doncþ tendþ versþ
0þ quandþ t → 0.þ Enþ particulierþ pourþ t “assezþ proche”þ deþ 0þ etþ dansþ ]0, 1[ onþ aþ |dkQ(td)| < 1

2 .þ Or,þ pourþ cesþ t,þ
|1− tk|+ |(td)kQ(td)| = 1− tk + tk|dkQ(td)| < 1− tk + tk

2 = 1− tk

2 < 1.þ Ainsiþ 1þ neþ peutþ pasþ êtreþ leþ minimumþ
deþ f .þ Contradiction.þ

—þþ Leþ seulþ minimumþ possibleþ pourþ f estþ 0,þ doncþ P possèdeþ uneþ racine.þ


