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Iþ Espaceþ desþ applicationsþ linéairesþ

I.1þ LK(E,F )

Définitionþ 1þ
Soientþ E,F deuxþ K-ev.þ

1.þ Uneþ applicationþ f : E → F estþ diteþ applicationþ linéaireþ siþ

∀x, y ∈ E f(x+ y) = f(x) + f(y) etþ ∀x ∈ E∀α ∈ K f(αx) = αf(x).

Ilþ estþ équivalentþ d’imposerþ ∀x, y ∈ E∀α, β ∈ K f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y).þ
L’ensembleþ desþ applicationsþ linéairesþ (ouþ morphismesþ deþ K-ev)þ estþ notéþ LK(E,F )
ouþ L(E,F ) quandþ leþ corpsþ deþ baseþ estþ sous-entendu.þ

2.þ Unþ applicationþ linéaireþ deþ E dansþ E estþ appeléþ endomorphismeþ linéaire.þ Onþ noteþ
LK(E) ouþ L(E) l’ensembleþ desþ endomorphismesþ linéairesþ deþ E.þ

3.þ Uneþ applicationþ linéaireþ bijectiveþ estþ appeléþ isomorphismeþ linéaire,þ etþ unþ endomor-
phismeþ bijectifþ estþ appeléþ automorphisme.þ L’ensembleþ desþ automorphismesþ deþ E estþ
notéþ GLK(E).þ

4.þ Uneþ applicationþ linéaireþ deþ E dansþ K estþ appeléþ formeþ linéaireþ surþ E.þ

I.2þ Noyauþ

Définitionþ 2þ
Soitþ f : E → F uneþ applicationþ K-linéaire.þ Onþ appelleþ noyauþ deþ f etþ onþ noteþ ker f
l’ensembleþ ker f = {x ∈ E| f(x) = 0F } = f−1({0F }).þ

Propositionþ 1þ
Soitþ f ∈ LK(E,F ).þ Alorsþ ker f estþ unþ sevþ deþ E

Théorèmeþ 1þ
Soitþ f ∈ LK(E,F ).þ

f estþ injectiveþ ssiþ ker f = {0E}.þ

Propositionþ 2þ
Soitþ E unþ Kevþ deþ dimensionþ finieþ etþ (e1, . . . , en) uneþ baseþ deþ E.þ Soitþ f ∈ L(E,F ) uneþ
applicationþ linéaire.þ

f estþ injectiveþ ⇐⇒ (f(e1), . . . , f(en)) estþ libreþ dansþ F

I.3þ Imageþ
Définitionþ 3þ
Soitþ f ∈ L(E,F ).þ L’imageþ deþ f etþ onþ noteþ Im f l’ensembleþ Im f = {f(x)| x ∈ E}.þ

Propositionþ 3þ
Soitþ f ∈ LK(E,F ) etþ E = Vectþ(e1, . . . , en).þ Alorsþ Im f = Vectþ(f(e1), . . . , f(en)).þ

Corollaireþ 1þ
Soitþ E unþ K-evþ deþ dimensionþ finiþ Soitþ f ∈ L(E,F ) etþ (e1, . . . , en) uneþ baseþ deþ E.þ

f estþ surjectiveþ ssiþ (f(e1), . . . , f(en)) estþ génératriceþ deþ F .þ

I.4þ Structureþ algébriqueþ
Théorèmeþ 2þ
Soientþ E,F,G desþ K-ev.þ

1.þ LK(E,F ) estþ unþ K-evþ avecþ 0L(E,F ) l’applicationþ nulle.þ
2.þ Siþ f ∈ L(E,F ) etþ g ∈ L(F,G) alorsþ g ◦ f ∈ L(E,G).þ
3.þ Soientþ f1, f2 ∈ L(E,F ) etþ g1, g2 ∈ L(F,G).þ

g1 ◦ (f1 + f2) = g1 ◦ f1 + g1 ◦ f2 etþ (g1 + g2) ◦ f1 = g1 ◦ f1 + g2 ◦ f1

Propositionþ 4þ
Soitþ E unþ K-evþ etþ f, g ∈ GL(E).þ Alorsþ f ◦ g ∈ GL(E) etþ f−1 ∈ GL(E).þ

IIþ Applicationsþ linéairesþ enþ dimensionþ finieþ

II.1þ Isomorphismesþ
Propositionþ 5þ
Soitþ E unþ K-evþ deþ dimensionþ finieþ etþ (e1, . . . , en) uneþ baseþ deþ E.þ

Soitþ f ∈ L(E,F ).þ f estþ unþ isomorphismeþ ssiþ (f(e1), . . . , f(en)) estþ uneþ baseþ deþ F .þ
Enþ particulierþ dimK F = n.þ

Définitionþ 4þ
Deuxþ K-evþ E etþ F sontþ ditsþ isomorphesþ s’ilþ existeþ f ∈ L(E,F ) quiþ soitþ unþ isomorphisme.þ

Corollaireþ 2þ
Soitþ E unþ K-evþ deþ dimensionþ n.þ etþ F unþ K-ev.þ

1.þ Soitþ f ∈ L(E,F ) uneþ applicationþ linéaireþ injective.þ Soitþ G unþ sevþ deþ E deþ dimen-
sionþ finieþ p.þ Alorsþ f(G) estþ deþ dimensionþ finieþ p.þ

2.þ E etþ Kn sontþ isomorphesþ
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3.þ E etþ F sontþ isomorphesþ ssiþ dim(F ) = dim(E).þ

Théorèmeþ 3þ
Soientþ E,F deuxþ K-espacesþ vectorielsþ deþ mêmeþ dimensionþ n etþ f ∈ L(E,F ).þ

f estþ injectiveþ ssiþ f estþ surjectiveþ ssiþ f estþ bijective.þ

II.2þ Rangþ
Définitionþ 5þ
Soientþ E,F deuxþ K-evþ deþ dimensionsþ finiesþ etþ f ∈ L(E,F ).þ Onþ appelleþ rangþ deþ f etþ onþ
noteþ rg(f) laþ dimensionþ deþ Im f .þ

Lemmeþ 1þ
Soientþ E,F deuxþ K-evþ etþ f ∈ L(E,F ).þ Siþ ker f admetþ unþ supplémentaireþ H dansþ E alorsþ
f|H : H → Im(f) estþ unþ isomorphismeþ deþ H dansþ Im f .þ

Théorèmeþ 4þ (Théorèmeþ duþ rang)þ
Soientþ E,F deuxþ K-evþ etþ f ∈ L(E,F ).þ Siþ E estþ deþ dimensionþ finieþ alorsþ

dimE = dim(ker f) + rg(f).

Propositionþ 6þ
Soientþ E,F deuxþ K-evþ deþ dimensionþ finieþ etþ f ∈ L(E,F ).þ

1.þ f estþ surjectiveþ ssiþ rg f = dimF .þ
2.þ f estþ injectiveþ ssiþ rg f = dimE.þ
3.þ Siþ dimE = dimF ,þ f estþ bijectiveþ ssiþ fþ estþ injectiveþ ssiþ fþ estþ surjective.þ

Propositionþ 7þ
Soientþ E,F deuxþ K-evþ deþ dimensionþ finieþ etþ f ∈ L(E,F ).þ

1.þ Soitþ F ′ unþ espaceþ vectorielþ etþ ϕ : F → F ′ unþ isomorphisme,þ alorsþ rg(ϕ ◦ f) = rg f .þ
2.þ Soitþ E′ unþ K-evþ etþ ψ : E′ → E unþ isomorphisme,þ alorsþ rg(f ◦ ψ) = rg f .þ

IIIþ Matricesþ

III.1þ Matriceþ d’uneþ applicationþ linéaireþ
Définitionþ 6þ

1.þ Soientþ E,F deuxþ K-evþ deþ dimensionþ finieþ deþ dimensionþ respectivesþ p etþ n.þ Onþ
noteþ BE = (e1, . . . , ep) uneþ baseþ deþ E etþ BF = (u1, . . . , un) uneþ baseþ deþ F .þ Soitþ
égalementþ f ∈ L(E,F ).þ Laþ matriceþ deþ f dansþ BE etþ BF (notéþ MatBE ,BF

(f))þ estþ
laþ matriceþ MatBF

(f(e1), . . . , f(ep)) ∈ Mn,p(K).þ
C’estþ laþ matriceþ desþ coordonnéesþ desþ f(ej) dansþ u1, . . . , un,þ écritesþ enþ colonnes.þ

2.þ Siþ f ∈ L(E),þ onþ noteþ MatBE ,BE
(f) = MatBE

(f) ∈ Mp(K).þ

Théorèmeþ 5þ
Soientþ E,F deuxþ K-evþ deþ dimensionsþ p etþ n respectivement.þ Soientþ BE uneþ baseþ deþ E

etþ BF uneþ baseþ deþ F .þ Alorsþ ϕ :

{
L(E,F ) → Mn,p(K)

f 7→ MatBE ,BF
(f)

estþ unþ isomorphismeþ

linéaire.þ
Corollaireþ 3þ
Soitþ E deþ dimensionþ p etþ F deþ dimensionþ n deuxþ Kev.þ Alorsþ

dim(L(E,F )) = np

Propositionþ 8þ
Soientþ A,B ∈ Mn,p(K),þ A = B ssiþ ∀X ∈ KpAX = BX.þ

Théorèmeþ 6þ
Soitþ f : E → F uneþ applicationþ linéairesþ entreþ ensemblesþ deþ dimensionsþ finiesþ deþ basesþ
respectivesþ BE etþ BF .þ f estþ unþ isomorphismeþ ssiþ MatBE ,BF

(f) estþ inversible.þ

III.2þ Produitþ matricielþ
Propositionþ 9þ
Soitþ E,F deuxþ K-evþ deþ dimensionsþ respectivesþ p etþ n etþ BE ,BF desþ basesþ deþ E etþ F .þ Soitþ

f ∈ L(E,F ) etþ x ∈ E.þ Onþ noteþ A = MatBE ,BF
(f) etþ X = MatBE

(x) =

x1
. . .
xp

.þ

Alorsþ MatBF
(f(x)) =

∑p
k=1 a1kxk
. . .∑p

k=1 ankxk

 = AX.þ

Théorèmeþ 7þ
Soientþ E,F,G troisþ K-evþ deþ dimensionsþ respectivesþ q, p, n etþ deþ basesþ B = (e1, . . . , eq), B′ =
(f1, . . . , fp), B′′ = (g1, . . . gn).þ Soientþ f ∈ L(E,F ) etþ g ∈ L(F,G).þ

Onþ poseþ deþ plusþ Mf = MatB,B′(f) ∈ Mp,q(K) etþ Mg = MatB′,B′′(g) ∈ Mn,p(K).þ
Alorsþ C = MatB,B′′(g ◦ f) =MgMf = C ∈ Mn,q(K)

III.3þ Changementþ deþ baseþ
Théorèmeþ 8þ
Soientþ E,F deuxþ K-evþ BE ,B′

E deuxþ basesþ deþ E etþ BF ,B′
F deuxþ basesþ deþ F .þ Onþ noteþ P laþ

matriceþ deþ passageþ deþ BE àþ B′
E etþ Q laþ matriceþ deþ passageþ deþ BF àþ B′

F .þ
Soitþ f ∈ L(E,F ).þ Onþ poseþ M = MatBE ,BF

(f) etþ M ′ = MatB′
E ,B′

F
(f).þ Alorsþ M ′ =

Q−1MP
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