PTSI

I Somme d’une série

I.1 Vocabulaire
Définition 1
Soit (u,) € CN une suite.

On appelle série de terme général u,, et on note > u, ou > uy la suite (Sn) définie
>0
par "

N
YN eN Sy = u,
n=0
On dit que Sy (le nombre) est la Nieme somme partielle de cette série.

1l est possible de commencer a sommer non pas a lindice 0 mais a un indice entier
fizé ng (ce qui revient & considérer que les premiers termes sont nuls). Dans ce cas la
série est notée Y. Uy,

n>=ngo
Définition 2
Soit (uy,) € CN. On dit que la série Y u, converge ssi la suite des somme partielles

n=0
converge.

“+o00
Quand elle existe, on note > uy, la limite des sommes partielles et on lappelle somme
n=0
de la série.
Définition 3
Soit > w, une série o valeurs complexes convergente de limite £ € C. On peut alors

n>=0
+oo
poser pour toutn € N, R, =0 — S, = > wug. Cest le reste d’ordre n de cette série.
k=n+1

I.2 Lien avec les suites

Proposition 1
Soit (u,) € CN.
ST la série > u, converge ALORS u,, —> 0
n>=0
Définition 4
On dit que la série Y u,, diverge grossierement quand u, +# 0.
Dans ce cas, d’aprés la proposition précédente, Y u,, diverge (ie ne converge pas).

Proposition 2
Soit (uy,) € CN. La suite (u,) converge ssi la série Y (Unt1 — Un) converge.
—+oo
Dans ce cas Y (Upt1 — up) = limuy, — ug.
0 oo

1.3 Opérations sur les séries

Proposition 3

Soit (up) € CN et A € C. Si > u, converge alors S Au, converge et Z)\un = )\Zun
n>0 n=0

Proposition 4
Soient (uy), (v,) € CN.

Si > up et > v, convergent alors Y (u, + v,) converge et Z (un + vp)
n=0 n=0 n=0

Zvn.
0

0

Proposition 5

Si > uy converge et Y. v, diverge alors > (u, + vy,) diverge.
n=0 n=0 n>=0

II Séries de nombres positifs

I1.1 Généralités

Proposition 6

Soit (u,) une suite réelle positive. Alors la suite des sommes partielles de la série Y u,
n>=0
posséde toujours une limite.

De plus elle converge ssi elle est majorée.

I1.2 Utilisation de fonctions monotones

Théoréme 1
Soit o € R. La série Y -L

n=1

converge ssi o > 1.

II.3 Comparaisons

Théoréme 2
Soient u,v deux suites réelles positives.

oo
SIVn € Nu,, < v, et Y. v, converge alors »_ u, converge et Zun

oo
Z Un -
0

n=0 n=0
Réciproquement, si > u, diverge (tend vers 400, on est dans le cas des séries a
n=0
termes positifs) alors Y, v, diverge.
n>=0
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Corollaire 1
Soient u,v deux suites réelles positives.

ST up, < v, APCR et > v, converge alors Y w, converge.

n=0 n=0

Cette fois, on ne peut plus comparer les sommes.
Définition 5
Soient (uy,), (v,) deux suites réelles ou complezes. On dit que (uy,) est dominée par (vy,)
ssi il existe M € RT tel que |u,| < M|vy,| (a partir d’un certain rang éventuellement). On
note u, = O400(vy)

Quand (v,) ne s’annule pas, il revient au méme d’imposer (| 7=

) est bornée.
Théoréme 3
Sotent u,v deux suites réelles positives.
Si up = Opoo(vn) et si Y. v, converge alors > u, converge
n>0 n>=0
Corollaire 2
Soient u,v deux suites réelles positives.
Si Un = 0400(Vn) €t 80 Y. v, converge alors Y w, converge
n>=0 n>=0
Corollaire 3
Soient u,v deux suites réelles positives.
Siun ~ (vp) alors Y uy, converge ssi Y v, converge.
+oo n>0 n>0
Proposition 7
Soit (u,) une suite STRICTEMENT POSITIVE. Si “*+L 2 I <1 alors > u, converge.
n o0

n=0

Si ol = 1> 1 alors Y. u, diverge vers +oc.
n o
n=0

IIT Absolue convergence

II1.1 Série complexes

Définition 6
Soit > u, une série compleze. On dit que cette série est absolument convergente ssi

> |un| converge (prononcer module ou valeur absolue suivant les cas).
n>=0

Théoréme 4
Soit (u,) € CN. Si 3" u, converge absolument alors Y u,, converge.

II1.2 Exemples et contres-exemples
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