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I Représentations des complexes 3

I Représentations des complexes

On se place dans un Repére OrthoNnormé Direct R = (0,7, 7) fixé pour tout le cours.

I.1 Forme algébrique

I1.1.1 Définition-Proposition
Le corps C des nombres complexes est l’ensemble des nombres de la forme z = x + iy avec x,y € R et i un "nombre"

tel que i2 = —1. Cette écriture est alors unique et on appelle x la partie réelle (notée Re(z)) et y la partie imaginaire
(notée Im(z) ).
On pose en outre, pour z,z" € C s’écrivant x + iy et ' + iy,

z42 = (r+a) iy +y) et 22" = (z2’ —yy') +i(2'y + 2y)

Preuve.
Montrer I'unicité par linéarité. ]

1.1.2 Notation
On note iR I'ensemble des nombres complexes dont la partie réelle est nulle (appelés imaginaires purs).
1.1.3 M-Remarque
Pour z1, 22 € C on a par définition Re(z1 + 22) = Re(z1) + Re(z2) et Im(z1 + 22) = Im(z1) + Im(z2).
Plus subtil : Si a € R et z € Z alors Re(az) = zRe(a) et Im(az) = alm(z).
On en déduit (par une récurrence immédiate) que

Re(z azy) =a Z Re(zy)
k=1 k=1

I.1.4 Affixe
Point <-> coordonnées <-> complexe.
Vecteur <-> coordonnées <-> complexe, pareil avec vecteur entre 2 points.

1.1.5 Définition

Soit z € C. On note x et y ses parties réelles et imaginaires.
1. Le conjugué de z est le complexe x — iy noté Z.
2. Le module de z est le réel positif \/x2 + y? noté |z|.

1.1.6 Proposition
Soitz€C. Onal|z]>*=27Z et |2| =0 < 2=0.

Preuve.
Il s’agit d'un calcul direct. L]

I.1.7 Inverse

z € C possede un inverse ssi il est non nul et % = ﬁ
1

Exemple : Calculer la forme algébrique de — ;.

I.2 Propriétés algébriques

I.2.1 Proposition (Propriétés de la conjugaison)
Soient z1,22 € C, on a alors

1. 2:1:,21.
2. 1+ 20=71+ 2.
8. 2129 =71 X Z3.
; — Ty _ 1
4. St z1 #0 alors z1 #£0 et (Z)_f'
5. 1 €ER <= z1=Z1 et 21 € iR <— 2z = —Z1.
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4 I Représentations des complexes

Preuve.
Pour 1, 2, 3, 4 il suffit de faire le calcul qui est immédiat.

Pour 5, on remarque que z; = 0 < (21 = 0 et y; = 0) < 2z7 = 0. On calcule maintenant (i)

(1): A ]
21 e T T Vs

et
1 | .~ ( 1 )
— = — 1 = — .
zi 2+ (—u)? z3 + (—y1)? 21
6) : 21 =71 < y1 = —y1 par unicité de la partie imaginaire, c’est & dire ssi y; = 0 soit encore z; = z1 € R.
On montre 'autre équivalence de la méme maniere. [

1.2.2 Remarque

Rez; = % et Imz; = 274,

16 —160
On retrouve cosf = <—t—.

1.2.3 Proposition (Propriétés du module)
Sotent z1,z2 € C, on a alors

1. |z1] 2 0 et |z1| =0 ssi 2z = 0.

2. |z1| 2 Rez1 et |z1] = Im 21, Uégalité ayant lieu ssi z1 € Ry ou z1 € iR} respectivement.
3. 212 = 2171, donc |21] = |71

4. |z122| = |21][ 22l

5. Siz1 #0 alors |z1| >0 et |%’ =

1
[z1]"

Preuve.
1. C’est immédiat d’apres la définition.
2. En effet Va,y € R, /22 +y? > Va2 = |z| > z, avec égalité ssi x est positif et y = 0. On raisonne de la
méme maniére pour la partie imaginaire.
3. On a en effet 2127 = (z1 + iy1)(z1 — 1) = 23 + y3 = |21]°.
4. On va montrer que les carrés de ces modules sont égaux, ce qui conclura d’aprés 1 (car f 1ix /o est
une bijection Ry sur Ry d’apres le chapitre 1). Mais on a d’apres 3)

2 __ _
|2122|° = z129.2123 = 2122.21.22

=12

Donc, comme la multiplication dans C est commutative,
2 N 2, (2
|z122]" = 21212272 = |21]7 |22

encore une fois par 3). (]

1.2.4 Remarques
1. On utilise souvent 3) pour calculer I'inverse d’un complexe non nul. En effet, comme |z|? = 2Z on a
_ z
Z 1 == 72.
|2l

Ainsi il existe un unique inverse pour tout complexe non nul.. On est bien content.

2. Comme une division n’est rien d’autre qu'une multiplication par l'inverse, on en déduit une méthode pour

"chasser les complexes du dénominateurs" :
z zz!
2! /|2 :

:|Z

On multiplie par le conjugué de 2z’ et on obtient un complexe sous forme algébrique.
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I Représentations des complexes 5

1.3 Argument d’un complexe

1.3.1 Proposition (Définition d’un argument)
Si z € C* alors il existe un unique r € R et un unique 0 €] — w, 7| tel que
z=re¥.

C’est la forme trigonométrique de z. On dit que 0 est [’argument principal de z. On le note arg z.
Un argument de z est un nombre phi tel que z = |z|e!? et on a donc ¢ = 0 + 2k pour un k € Z.

Preuve.
Comme z # 0. On pose u = % =a+ b (a,b € R)

2|

z

5]
On a donc a? + b = 1 et il existe donc un unique 6 €] — 7, 7 tel que

a =cosf et b=sinf
Donc on peut écrire u = . On pose alors r = |z| et on a z = ru = re'?.

L’unicité de 7 est immédiate car |re®| = |r|. ]

1.3.2 Interprétation géométrique
s
Angle entre 7’et OM. Cela & un sens car M # O.

1.3.3 Proposition (Propriétés de I’argument)
Soient z,z' € C*
1. arg(—z) = argz + m(—2m), argz = —arg z(+2n), arg(1) = —arg z(+27)
arg(zz') = arg z + arg 2’ (£27).
arg( %) = argz — arg 2’ (+27).
2€R} Sargz=0. 2 e R s argz=m.

z €iR} s argz = 3. 2z €iR: & argz = —

AR NN

us
R

Preuve.
Soient z,z’ € C*

1. La propriété de "morphisme" de I’exponentielle complexe nous permet de dire que —z = (—1)z = " 2. De
plus, si z = re? alors Z =re " et % = %e”e. Il ne reste qu’a appliquer la définition d’un argument.

2. C’est encore une fois évident en notant z et 2z’ sous forme trigonométrique.

3. Idem

4. zeR} & e =14 6 =0 mod 27. On raisonne de la méme maniére pour les autres équivalences. [

1.3.4 Exemple
Montrer que 1 + ¢, 27 et 2 sont les affixes de 3 points alignés.

1.3.5 Remarque
On vient de prouver le lien qui existe entre les formes algébriques et trigonométriques d’un complexe. Si z € C* et

2z =x + iy = re'? alors
- /a2 2 _
{ x =rcosf " 72 +y? =

et cosf =

= 31 9
y=rsm sinf =

S e38
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6 II Géométrie

1.3.6 Exemple
Trouver les formes exponentielles de 14,1 — /3, —3 — 44.

1.3.7 Remarque
Conjugué d’une forme exponentielle.

IT Géométrie

II.1 Module

II.1.1 Distance
On a vu que le module de z est la distance entre O et le point d’affixe z.
Plus généralement, la distance entre 2 points d’affixes z4 et zp est |25 — 24| = |24 — z5|. C’est le module de Paffixe

du vecteur A

I1.1.2 Proposition
Sotent z1,29 € C.

1. |21 + 22| < z1] + |22| et il y a égalité ssi IN € Ry 21 = Azo. (Inégalité triangulaire)

2. ||z1] — |z2|| < |21 — 22|. Deuziéme inégalité triangulaire.

Preuve.
1. On utilise encore |z|? = 2z pour calculer le carré du module qui nous intéresse :
|21 4 22| = (21 + 22) (21 + 22)
= (21 + 22) (21 + 22) par 1)
= a1l + |2 + 2% + 27
= |z1)? + 22> + 2Re(21%2)
< lal? + |22l + 2|27 par 2)
< z1]? + |22)? + 2|21|| 22| par 3) et 4)
< (2] + |22))?
Comme les modules sont positifs par 1), on en déduit I'inégalité triangulaire.
Il y a égalité ssi Re(z12z2) = |21%2], c’est a dire (d’aprés 1) et 6))
2122 = Z1%2.

Si on suppose z1 # 0 et zo # 0 (qui est le cas A = 0, ou I'égalité est triviale) cela implique

zZ1 = (%)22

2122
[z1]°
Réciproquement, si z; = A\z9 avec A € Ry, alors

Mais on sait que z;Z; € R (par 2)) et donc € R7.. Cela prouve que (;—f) cRY.

|21 + 22| = [(1 4+ A)2z2| = [(1+ A)[22] = (1 + A)|z2| = |22] + Alz2| = |21] + |22]
2. On a en effet 21 = (21 + 22) — 22 on en déduit
|21] = |21 — 22 + 22| < |21 — 22| + |22

par inégalité triangulaire, et donc
|21] = |22] <21 — 2.

Il suffit maintenant d’échanger z; et zo pour trouver
|z2] — |21] < |21 — 22,

ce qui implique 'inégalité souhaitée. [

I1.1.3 Exemple
Résoudre |z — 1| = |z — i| géométriquement.

Chap 4 : Nombre complexes



IIT Complexes et exponentielle 7

II.2 Alignement et orthogonalité
I1.2.1 Vecteurs colinéaires, points alignés
Traduire sous forme d’angle, argument, puis € R.

I1.2.2 Vecteurs orthogonaux
Angle, argument d’un quotient/produit et € iR.

I1.3 Transformations du plan

I1.3.1 Addition
Soit b € C et B le point du plan d’affixe b. L’application f : z — z + b se comporte sur le plan complexe comme
une translation de vecteur OB.

I1.3.2 Opposés
Décrire le point d’affixe —z par rapport au point d’affixe z.

I1.3.3 Conjugué
Le point d’affixe Z est le symétrique du point d’affixe z par rapport a (Ox).

11.3.4 Exercice
Comment obtenir la symétrie d’aze (Oy) ¢

11.3.5 Multiplication par e*®
Cette fois on utilise la représentation trigonométrique (qui est plus adaptée a I’étude des produits). Si on écrit,
pour z # 0, z = re’ alors e’z = re'(®t9) | c’est & dire image du point z par la rotation de centre O et d’angle a

I1.3.6 multiplication par k£ > 0
Homothetie de centre O et de rapport k.

IIT Complexes et exponentielle

II1.1 Exponentielle complexe

IT1.1.1 Définition
Soit z € C de forme algébrique x + iy. On appelle exponenticlle de z le nombre e*e™, noté e?.

I11.1.2 Exemple
Donner les formes algébriques et trigonométriques de .

I11.1.3 Théoréme (Propriétés de I’exponentielle complexe)

1. L’exponentielle complexe est périodique de période 2im, c’est o dire que ¥z € C e* T2 = ¢?

e*.
2. Propriété fonctionnelle de l'exponentielle : Vz,2' € C e*t = e%e? . En particulier Vz € C eiz =e 7.
3. Pour tout z € C, €* = €.

4. Onae® =¢* <= z=2+ 2ikr pour un k € Z.

Preuve.
1. Soit z € C de forme algébrique z + iy, alors 127 = Ty t2im — TV — 2,

2. Soient z, 2z’ € C, de forme algébriques respectives x + iy et ' + 7y’. On a alors

’ . ’ ;. . ’
eerz _ e:z:+$ +i(y+y’) — T oWl — %o

3. Soit z € C de forme algébrique z = = + iy. €@ = eTelW = e = ePe™ W = 7.

’
zZ—z

4. Sion ae* = ¢ alors en utilisant la propriété de morphisme on trouve e = 1 ou encore avec des
notations évidentes e*~% e’¥=¥) = 1. Ainsi e*~* = 1 (égalité des modules) et donc e!¥~¥) = 1. On
trouve alors cos(y —y') =1 et ainsi y = ' + 2kw. C’est la conclusion désirée. m

II1.1.4 M-Remarque
L’exponentielle ainsi définie C* — C* est surjective mais non injective.
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8 IIT Complexes et exponentielle

II1.2 Racines de I'unité
On cherche a calculer les racines n-iéme de 1, c’est & dire les complexes qui vérifient 2 = 1 pour n € N — {0}. On
fixe dorénavant n > 2.

I11.2.1 Racines n-iéme
Racine In-iéme Soit z € C de forme trigonométrique re®.

=1 e =1
Sr=1letnf =0 mod2w
Sr=1et dk € Z nb = 2kw

2
@rzletﬂkéZ@z%

On admet que prendre k € {0,...,n — 1} est suffisant pour obtenir toutes les racines n-éme de 1. En effet, si
2m 2km 2(=Dm crs p . N ~ p
l,ew,...,e"n ,...,e” =» sont différents, alors on a trouvé n racines & un polynome de degré n.

II1.2.2 Remarques
On a pas le droit de noter {/z pour un complexe qui ne serait pas un réel (positif pour n pair).

II1.2.3 Théoréme
2im 2i(n—L)m

Les n racines n-iéme de l'unité sont 1,e™ ,...,e” =
2k
On note U,, = {e"n }r—o.n—1 leur ensemble.

I11.2.4 Remarque

Toutes les racines de I'unité sont des puissances de e
effectue n fois pour retrouver le point d’affixe 1.

2

W, qui représente en fait une rotation d’angle 2* que l'on
n

II1.2.5 Position sur le cercle trigonométrique

On note généralement j = e’ . (est une racine 3-eme de 'unité, les autres sont 1 et j. On peut les représenter
sur le cercle trigonométrique : On obtient un triangle équilatéral. Plus généralement, si on représente U,, sur le cercle

FIGURE 1 — Racines troisieme de 1'unité

trigonométrique, on obtient un polygone régulier a n cotés comme montré sur la figure

I11.2.6 Proposition
Soit n > 1 un entier.

n—1
2im dim 2(n—1)iw 2ikm
l+en +en +- e n = e n =0
k=0
Preuve. vim
. ’ frs . 2im . C 1—(eZEyn
1l s’agit d'un somme géométrique de raison e # 1 donc égale a =7 )" — n

l—e ™ n

Chap 4 : Nombre complexes
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Uy
Us

Us Us

FIGURE 2 — Polygones réguliers

I11.2.7 Exemple
On retrouve en particulier :

1+(=1)=0, 14+5+52=0, 14+i+(=1)+ (i) =0

II1.2.8 Racines carrées

Soit z € C* de forme trigonométrique re'®. Alors les racines carrées de z sont 4/re’>. il suffit maintenant de savoir
calculer sin(%) et cos() pour conclure. Cela peut se faire grace aux formules cos2a = 2cos?a — 1 =1 — 2sin’a.

I11.2.9 Racine n-iéme d’un complexe
Soit @ € C*, on cherche les solutions complexes de 2™ = a. On prend donc z € C et on note a = r,ee.
On pose z = re®? (0 n’est pas solution). L’équation devient re™® = poefe. Alors ™ = r, et nf = 0, + 2kn. On

conclut comme pour les racines de 'unité.
I11.2.10 Remarque
Pour trouver les racines n-iémes d’un complexes (ou d’un réel, qui n’est qu'un complexe particulier apres tout) il faut

en trouver une particuliére (sous forme algébrique ou trigonométrique). On multiplie ensuite cette racine particuliere
par les racines de 'unité pour trouver toutes les racines n-iémes.

I11.2.11 Exemple
Calculons les racines 5-ieme de 32

I11.2.12 Proposition
Tout nombre complexe non nul a = re® admet exactement n racines n-iéme distinctes qui sont

1 ;6+2km
{rme' }ke{o,.“,n—ly

On remarque donc que si « est une racine n-iéme de a alors l’ensemble de ses racines n-iéme est {aw,| wy, € U, }.
De plus la somme des racines n-iéme de a vaut 0.

I11.2.13 Exemple
Résoudre I’équation 2% = (z — 1)3 de deux manieres différentes.

— On remarque que z = 1 n’est pas solution et donc on obtient

peut évidemment pas avoir z = z — 1 donc =5 # 1.

z ’ P B z : 2
=7 € U3, c’est a dire -5 = 1 ou j ou j°. On ne
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10 IV Equations du second degré

-2

On retrouve 25 =j <= 2(1—j)=—j <= z= ]%1 ou z = jg_l. EN appliquant la méthode de I’angle
o P _JE
moitié on trouve z = 5 T="R ouz="7.

Les solutions sont complexes conjuguées.

— Deuxieme méthode : on développe.
On obtient 0 = —32z? + 3z — 1 ou encore 0 = 22 — z 4 .

1ti—= .
Le discriminant est —% et donc les solutions sont 2‘/5 =1 (@ + %z)

IV Equations du second degré

IV.1 Racines carrées

IV.1.1 Définition
Soit A = a+ ib un nombre compleze firé. On dit que z € C est une racine carré de A ssi 2> = A.

D’aprés la section précédente, tout complexe non nul posséde exactement deux racines carrées distinctes et 0 posséde
une racine carrée double qui est 0.

IV.1.2 M-Remarque
Sion a 22 = 22 = A alors en factorisant 22 — 22 = 0 on trouve z; = +25. Les deux racines carrées d’un complexe
1 2 1— %
non nul sont toujours opposées.

IV.1.3 Méthode

On pose z = x + iy, et on cherche a déterminer les xety qui font que z est une racine carré de A, c’est a dire
(x +iy)? = a + ib. Astuce : les modules sont aussi égaux.

IV.1.4 Exemple
Calculons les racines carrés de 3 + 4i. On cherche un complexe = + iy tel que (x +iy)? = 3 + 4i ; L’autre racine carrée
sera son opposé. On obtient le systeme

2?2 —y? =3
Pty =B =5
20y =4

On en déduit que 22 = 4 et y? = 1. De plus, x et y sont de méme signe d’apres la derniére équation. Ainsi les racines
de 3+ 4i sont +(2 + i).

IV.1.5 Proposition
Soit A € C*. Alors A admet deux racines carrée distinctes et opposées.

Explication Il n’y a PAS de racine carré privilégiée dans C, ce qui interdit 1'utilisation du symbole V-
IV.1.6 Exercice

Calculer les racines carrées de 5, —1, 3 + 21, g(l +1).

IV.2 Racines d’un polynéme du second degré

IV.2.1 Calcul des racines
On va chercher les racines complexes d’un polynéme de degré 2 a coefficients complexes. On résout donc I’équation

az’+bz+c=0

avec a # 0. On commence par diviser chaque membre de 1’équation par a qui est non nul

b
az2—|—bz+c:O<:>22+fz—|—E=0
a a

b .o b2 c
St +S=0
(z+2a) 4a2+a

b .o b? — dac
Gt = e

Chap 4 : Nombre complexes



IV Equations du second degré 11

La quantité A = b? — 4ac se nomme discriminant de I’équation. Notons § une racine carrée de A ie on a A = §2.

4 : : by2  (5\2 _ _ —b=b\(, _ —b+dy _ o PPN ot
L’équation devient (z —i-.%) ()" =0ou encore (= 5—)(z 52) = 0 d’apres le théoreme de factorisation
dans un anneau. On obtient donc le systéme suivant :

b _ 4
{ o ¥ 2
T3 T T2

Soit encore le "classique" z = %ﬂ‘s.

IV.2.2 Théoréme (Racines d’un polyndéme du second degré)
Soient a,b, c € C tels que a # 0. Alors l’équation

az’+bz+c=0

admet deux solutions complexes si A = b —4dac # 0, et une solution dans le cas contraire. Si on note § une racine

carré de A les solutions sont
-b+6
z= .
2a

On a donc noté A = §2.

IV.2.3 Exercice
Résoudre dans C l’équation (1 +i)2% + 2iz —4 = 0.

IV.2.4 Coin culture

Théoreme de d’Alembert-Gauss :
Soit P un polynéme a coefficients dans C. Alors P admet au moins une racine complexe.

Mais on ne peut pas trouver de formules simple comme on vient d’exhiber pour les degrés important

Les équations de degré 5 ou plus ne sont pas résolubles par radicaux.

On ne peut pas exprimer sous une forme générale un racine d’un polynéme de degré 5 ou plus en fonction des
coefficients et de racines carrée/cubique...

IV.3 Relation coeflicients-racines

IV.3.1 Calculs
On considére 'équation az? + bz 4+ ¢ = 0. Notons z; et z» ses racines (qui sont confondues si b2 — dac = 0.) On a
alors la factorisation
az? +bz+c=a(z —21)(z — 22)

On en déduit les relations suivantes :
b=a(—z — 2z2), ¢ = az 2.
On peut se servir de ces relations pour déduire la deuxieme racine d’un polynéme de degré deux si on en connait une.

IV.3.2 Somme et produit

Si on connait la somme S = z; + 25 et le produit P = 2729 de deux complexes, alors d’apres ce qui précede, z; et zo
sont les solutions de 22 — Sz + P = 0.

Réciproquement, si z; et zp sont racines de 22 — Sz + P =0 alors z; + 20 = S et 2129 = P.

IV.3.3 Exemple
Les racines de 1’équation 22 — 52 + 6 = 0 sont 2 et 3.
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