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Partie 1

1. (a)

sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa

sin(a — b) = sinacosb —sinbcosa

1
Pone sinacosb = 7 (sina +b) +sin(a - b)).
Pourt € Ron a
1 n n 1
Sp(t) +i3,(t) = = ikt _ ikt 1
(t) + i, (t) 2+;e ];)e :

Ainsi si t = 2km pour un k € Z alors | S,,(t) 4+ iX,(t) = n+ 3 | Dans les autres cas on a

S (t) + IS (1) ettt 1 1 2ieinT+1tsin(”T'Ht) 1
Al = T T T T T i) 2

et donc

. +1)t
ingsin(CEDL)

Sa(t) + T (t) = 3T

N[ =

7 1s . . ’ cos(%t)sin(i("zl)t)
Pour ¢ # 2k pour tout k € Z, on en déduit (le quotient de sinus est réel) que S, (t) = —2Z——+—2—-—

sin(%)

N

2 cos(%t) sin(@)—sin(%)
2sin(%)

. En appliquant la premiére question il vient

(2n+1)t)
2

Sn(t) _ sin(

2sin(%)

Pour ¢ = 2km pour un k € Z on a S,,(t) = n+ 3.
Remarquons que S,, est continue sur R par somme sous sa premiére expression et continue en 0 sous sa
deuxiéme expression en utilisant sin(u) ~o U

uU—

On a alors (intégrale impropre convergente par prolongement par continuité)
™ gin ((n + 1)t m G
/ ((.7t2))dt - / S, (t)dt = = +/ 3 cos(kt)dt
0 2 sin (5) 0 2 0 k=1

Par linéarité de I'intégrale et en observant que pour k € N\{0} on a [ cos(kt)dt = 0, I'intégrale demandée

g
vaut

Par inverse d’un fonction qui ne s’annule pas et par somme, f € C1(]0, 7], R).
1 1_ 1 1_1_ 1 1_1 1_ 1
De phlS, @_? = m_? = ?m—? = ?(1+00(t))_? —00(1) car m u:O 1_u+0(u)
Ainsi f est bien continue en 0.
— cos(t
De plus, pour t €]0, 7], f'(t) = 4:}‘:3@; + 4.
1 _ 1 _ 1 1 _ 1 t° 2)) _ 1 1
Or 4sin(%) T Ghoo(tt) P 1-Zqoo(t2) 72(1 Tt o(t)) = CRE oo(1)-
. . 2
Ainsi f/(t) = — (1 -+ oo(t2)) (F+5+001)+%=—(F—5+15+t0o0(1)+ % =55 +00(1).
Finalement f’ posséde une limite finie en 0 et ’ f est bien de classe C! sur [0, 7] ‘ d’apres le théoréeme de
prolongement C' (on a méme f'(0) = 5.

f’ étant ‘ continue sur un segment ‘, elle est bornée et atteint ses bornes.

g est de classe C* sur |0, [ par quotient dont le dénominateur ne s’annule pas.

De plus, pour ¢ €]0, 5[, ¢'(t) = tcos(tiigsm(t) Il faut étudier le signe de ce numérateur.

La premiére méthode consiste a étudier une fonction. Passons.

Remarquons plutét que pour x €]0,¢[, tan’(z) > 1 et donc d’aprés I'inégalité des accroissements finis
appliquée & tan qui est continue et dérivable sur [0,¢], 1 x (¢ —0) < tan(¢) — tan(0) donc ¢ < tan(t) et
comme cos(t) > 0, sin(t) < tcos(t).

Finalement, ‘ g est décroissante. ‘
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(b) Remarquons d’abord que g est prolongeable par continuité en 0 et 7 (via I’équivalent du cours, pour 0).
On a ainsi, pour tout ¢ €]0, 5[, 2 < g(t) <1 (ce sont les valeurs des limites) et donc pour tout ¢ €]0, 7

4 t
—<g¢ (=) <1

Ainsi, par croissance de l'intégrale (impropre, convergente par prolongement par continuité), fow %dt <
Jy 75 sin? (4) < [, 1dt d’ou Iinégalité demandée en divisant par 2.

car g est a valeurs positives.



