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I Produit scalaire et norme

I.1 Produit scalaire
Définition 1
Soit E un R-ev. Un produit scalaire sur F est une application (.|.) : E x E — R qui a les
propriétés suivantes :
1. Bilinéaire : VA, pp € RVu, v,w € E (Au+ pv|w) = AMujw) + p(vjw) et (u| v+ pw) =
Aulv) + p(ulw).
2. Symétrique : Yu,v € E (u|v) = (v|u).
3. Positive : (ulu) > 0.
4. Définie : (uju) =0=u=0
Un produit scalaire est donc une forme bilinéaire, symétrique, définie, positive.
Notation. Un produit scalaire est aussi parfois noté (u,v), ou u - v.

Définition 2
Soit E' un R-espace vectoriel munit d’un produit scalaire. On dit alors que E est un espace
préhilbertien réel, et si F est de dimension finie on dit que F est un espace euclidien.

1.2 Norme et distance
Définition 3
Soit E' un R-ev muni d’un produit scalaire.
1. On appelle norme (euclidienne) d’un vecteur u € E le réel positif ||ul| = 1/ (u|u).
2. On appelle distance (euclidienne) entre deux vecteurs w,v € E le réel positif
d(u,v) = [lv — ul| = [Ju — v]|.
Proposition 1
Soient x,y € E, un espace préhilbertien.
Lz +yl? = llz)? + 2(zly) + [ly[?
2. |z +yl? + |z — yl* =2 ([|=]|* + ly[|*) (identité du parallélogramme)
_ lztyl®=ll=zl?=lyl® _ lz+yl®—llz—y||®
3. (aly) = et ” _ ool -y

Théoréme 1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit E un R-ev muni d’un produit scalaire et u,v € E. Alors

[(ulo)] < Jullllv]l
Il y a égalité si et seulement si u et v sont colinéaires.
Corollaire 1 (Minkowski)
Soient u,v € E.

1. |lu+ ] < |Jul| + ||v| avec égalité ssi u et v sont colinéaires de méme sens (positi-
vement proportionnels).

2. ffull = loll] < [l —v]|
Définition-Proposition 1
Soit E un espace préhilbertien. La distance associée au produit scalaire de E est ’appli-

2 +
cation d : { ES = R . Elle possede les propriétés suivantes.
(@,y) = lz—yl
1. V(z,y) € E? d(z,y) = d(y, z) (symétrie)
2. Y(z,y) € E? d(z,y) > 0 et d(z,y) =0 < x =y (séparation).

3. Y(z,y,y) € B3 d(x,2) <d(z,y) +d(y, 2) (inégalité triangulaire).

II Orthogonalité

II.1 Familles orthogonales

Définition 4

Soit £ un R-ev muni d’un produit scalaire, u,v,u1,...,u, € E
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On dit que u est unitaire, ou normé si ||u| = 1.

u et v sont dits orthogonaux si (u|v) = 0. On note u L v.
(Ul, ..
(u1,...,u,) est dite orthonormale si elle est orthogonale et si tous les u; sont
unitaires. Autrement dit (u;|u;) =9, ;.

., Up) est dite orthogonale si les u; sont orthogonaux deux a deux.

- W=

Proposition 2
Soit E un espace préhilbertien et (u;);c1,,) une famille de vecteurs orthogonaux deux a
deux et tous non nuls. Alors (u;);c[1,,] est libre.

Proposition 3 (Pythagore)
Soit (u1,...,u,) une famille orthogonale d’un espace préhilbertien.

n 2 n
D il =2 Nl
i=1 i=1

I1.2 Bases orthonormées

Théoréme 2

Soit E un ev euclidien (donc E est de dimension finie) et B = (eq,...
orthonormale de E. Soient z,y € E.

,€n) une base

1.z = >, (z|e;)e;, c’est a dire que l'on peut calculer les coordonnées de = par
produit scalaire.

2. On note (x1,...,2,) les coordonnées de = dans B et (yi,...
de y dans B. Alors

,Yn) les coordonnées

n

n
(aly) = 2191 + 22yz + -+ Ty ot o> =S 22 =3 (ale;)’
=1

i=1

3. Si on note X = Matg(z) et Y = Matg(y) (les colonnes des coordonnées), (z|y) =
t
XY.

Corollaire 2

Soit E un espace euclidien et B = (eq, .. .

On note A = (ai,5)i je[1,n] = Mats(f).
Alors V(i, j) € [1,n]? a;; = (f(ej)]es).

, €n) une base orthonormée de E. Soit f € L(E).

Théoréme 3 (Orthogonalisation de Gram-Schmidt)
Soit E un espace euclidien et (eq,. .., e,) une base de E. Alors il existe une base (f1, ...
de E qui est orthogonale et Vk € [1,n] Vect(ey,...,ex) =Vect(f1,..., fi)-

On peut imposer || f;|| = 1, c’est a dire que la famille (fy, ..., f) soit orthonormale (il
suffit de diviser f; par ||f;|]| # 0). Si on impose de plus que (eg|fr) > 0 pour tout k, alors
la famille obtenue est unique.

’fn)

Corollaire 3
Dans un ev euclidien on peut compéter toute famille orthogonale de vecteurs non nuls
(resp. orthonormale) en une base orthogonale (resp. orthonormale).

IIT Espaces orthogonaux

III.1 Orthogonal d’un sev

Définition 5

Soient F, G deux sous-espaces de E. Ils sont dits orthogonaux ssi Vap, ¢ € FXG (zp|zg) =
0.

Définition 6

Soit F un sev de E. L’orthogonal de F est F+ = {z € E| Vap € F (zp|r) = 0}. F* est
I’ensemble des vecteurs orthogonaux a tous les éléments de F'.

Proposition 4
Soit F' un sev de E.
1. F* est un sous-espace vectoriel de E et la somme F + F- est directe.

2. Si F est de dimension finie alors F & F+ = E ie F et F* sont supplémentaires
dans E.

II1.2 Projections et symétries orthogonales
Définition 7
Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace de dimension finie de E .
1. La projection orthogonale sur F' est la projection sur F' parallelement a (de direc-
tion) F+.
2. La symétrie orthogonale sur F' est la symétrie par rapport & F de direction F*.
Proposition 5

Soit F un espace préhilbertien et F' un sous-espace de dimension finie de E¥ dont une BON
est (f1,..., fn). On note pg le projecteur orthogonal sur F. Alors

pi(a) =3 (@lf)

i=1
En particulier, si F' = Vect(u) est une droite, pp(z) = (z|u)u ol u est unitaire.

Définition 8
Une symétrie orthogonale par rapport a une droite est appelée retournement, et une
symétrie orthogonale par rapport & un hyperplan est appelé réflexion.




PT 17-18

Théoréme 4 (Moindres carrés)
Soit F' un sous-espace de dimension finie de E. Pour x € F, on note d(x, F') = ing lx — yl|
ye

la distance de = a F.
1l existe un unique xg € F tel que d(z, F) = d(x,z9) = ||z — xo|| et donc la borne
inférieure est en fait un minimum. xq est le projeté orthogonal de = sur F.

Corollaire 4 (Inégalité de Bessel)
Soit F' un sous-espace de dimension finie de E. On note pr le projecteur orthogonal sur
F.

Ve e E |lpr ()| <l

IV  Automorphismes orthogonaux

IV.1 Isométries

Définition-Proposition 2
Soit f € L(F) une application linéaire. On a équivalence entre

1. f conserve le produit scalaire ie Va,y (f(z)|f(v)) = (z]y)
2. f conserve la norme, ie Vo € E || f(z)]| = ||=||-

Dans ce cas, f est bijective et est appelé automorphisme orthogonal ou encore isométrie
vectorielle.

L’ensemble est automorphismes orthogonaux de E est noté O(E).

Proposition 6
Soit f € L(FE). Alors les propositions suivantes sont équivalentes.

1. feO(E)
2. L’image de toute BON de E par f est une BON de E.
3. L’image d’une certaine BON de E par f est encore une BON de E.

Proposition 7
La composition de deux isométries est encore une isométrie, et l'inverse (bijection réci-
proque) d’une isométrie est encore une isométrie.

Proposition 8
Soit f € O(E). Si F est un sous-espace de E stable par f (ie f(F) C F) alors F- est
stable par f.

IV.2 Matrices orthogonales

Définition 9

Soit M € M,(R). On dit que M est orthogonale ssi ’endomorphisme canoniquement
associé a M est orthogonal. On note O(n) ou O, (R) I'ensemble des matrices orthogonale
de taille n

Théoreme 5

Soit M € M, (R). Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1. M € O,(R).

2. ‘MM =1, ou I, = M'M.

3. 'M € O, (R).

4. Les colonnes de M sont une BON de M,, 1(R) pour le ps canonique.

5. Les lignes de M sont une BON de M1, (R) pour le ps canonique.

Proposition 9
Soit E un espace euclidien, soit B une base orthonormée de E et B’ une base de E. On
note P = Matg B’ la matrice de passage de B a B’. Alors B’ est une BON ssi P € O, (R).

Proposition 10
L’inverse d’une matrice orthogonale est orthogonale et le produit de deux matrices ortho-
gonales est orthogonal.

Proposition 11
Soit E un espace euclidien.
1. Soit B une BON de E et f € O(E). Alors Matg(f) est orthogonale.
2. Réciproquement si A € O, (R) et B est une BON quelconque de E alors ’endomor-
phisme f tel que Matg(f) = A est orthogonal.

Proposition 12
Soit f € L(FE) et B une base orthonormée de E. On note M = Matg(f).

Mest symétrique et f € O(E) <= fest une symétrie orthogonale

Théoréeme 6
Soit f € O(E) et M € O, (R). Alors det(f) = £1, det(M) = £1

Définition 10
1. L’ensemble des isométries de E de déterminant 1 est noté SO(FE) et appelé groupe
spécial orthogonal de E. f € SO(E) est dite positive (et si det(f) = —1, on dira

que f est une isométrie négative)
2. SO, (R) (aussi noté SO(n)) est 'ensemble {M € O(n)| det(M

Proposition 13
Effectuer un changement de base entre deux bases orthonormées directes ne modifie pas
le déterminant d’une famille.

) =1}.
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IV.3 Groupe orthogonal en dimension 2

Définition 11

Soit B une base de R™. On dit que cette base est directe ssi son déterminant dans la base
canonique est strictement positif (c’est a dire vaut 1). On dit qu’elle est indirecte sinon
(c’est a dire que le déterminant dans la base canonique vaut -1).

Soit # € R, on pose Ry = cosf  —sin 9) et Sy = <COS€ sin 0 )

Définition 12
(sin 0 cos6 sinf —cosf

Proposition 14 (Caractérisation de O2(R))
Soit M € OQ(R)

1. M € SO3(R) ssi il existe 6 tel que M = Ry. Ainsi les matrices de SO2(R) com-
mutent entre elles.

2. det M = —1 ssi M est de la forme Sy

IV.4 Groupe orthogonal en dimension 3

Théoréme 7
Soit f € O(F) avec E de dimension 1.

1. Si det f = 1 alors f est une rotation de I’espace (ou un retournement qui est une
rotation d’angle 7).

2. Si det f = —1, alors f est soit une réflexion soit la composée d’une réflexion et
d’une rotation (’axe de rotation étant orthogonal au plan de réflexion).
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