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Exercice 1

1. Par définition, f posséde une limite finie en 400 ssi I converge. Or ¢ +— e~

#* est continue sur [0, +00[ et négligeable

—+o0 —+oo

. . .o . — 2
devant t% en +oo. Comme [ t%dt converge, par comparaison de fonctions positives, [ e dt converge et par
1

1

continuité sur [0, 1] (qui est fermé), f posséde bien une limite finie en 400

(a)

On pose @ : (z,6) — exp (—%) définie sur R* x [0, F]. On veut appliquer le théoréme de continuité

des intégrales a parametres.

Les régularités sont faciles (quotient + composition, puis composition). De plus, pour (z,0) € R x [0, §],

lo(x,0)] <1 et 1 est intégrable sur [0, §] (continue sur un segment).
Ainsi g est bien continue.

Nl

Fait en TD. On trouve une fonction croissante jusqu’a % puis décroissante, et 0 < h < %e

On veut cette fois appliquer le théoreme de dérivation des intégrales a parametres.
™

— Pour z € R, 0 — ¢(x,0) est continue et intégrable sur [0, F] d’apres 2a.

— Pour § € [0, §], z — ¢(z,0) est C! sur Rt par composition (et produit par une constante), de dérivée

[ol) _ 2x z2
z = 87(x70) = T coszg &P (700520>'
— Pour z € RT fixé, 0 — —0028729 exp (—COIS—QG) est continue sur [0, 7] par quotients dont le dénominateur

ne s’annule pas, composition de fonctions continues et produit.

+ T 2x 22 2 —x2 1 .
— (z,0) e RT x[0, §], | — =55 exp (— cos20) | < Soglee™ | car 55 > 1 et exp est croissante. De plus,

2
—5 < 2donc | — 25 exp (—COZ—QQ) | < %e_% qui est une constante intégrable sur le segment [0, 7].

D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales & paramétres, g est C' sur Rt de dérivée ¢/ : =
z
2 2
g‘ B cosgg g &XP <_ cogg2 0) de.
Posons u = tan 6 qui est un changement de variable bijectif [0, ] — [0, 1] et C'. De plus ﬁ =1+ u?

1 1
Alors du = —%—-df et donc pour = > 0, ¢'(z) = —2xfe_“'2(1+“2)du = 2% fe_(‘”“)zxdu. Pour z > 0, on
0 0

cos? 6

1 T

pose alors v = zu et donc dv = zdu et alors [ e~ (@’ zdy = Ik e do. Remarquons que ’égalité reste vraie
0 0

méme pour z = 0 méme si le changement de variable n’est plus bijectif (on applique en fait le théoréme de

premiére année).

Théoreme 1
Soient a,b € R. Soit ¢ € C*([a,b],I) et f:€ C(I,R). Alors

»(b) b
v)dv = w))o' (u)du
L ) / F(p(u))g! (u)

N 1] — , _ . . e Yas ez s
Ot ici ¢ : { 19, N fux] et t — e~ est bien continue sur [0,z], ¢ : u > x. Lire ’égalité de droite &

gauche.

t

Reprenons. f est la primitive de t — e~ ’ qui s’annule en 0. Ainsi ¢ est bien dérivable sur RT par somme

et pour x € R

x x

W (z) = 2f () f(z) + ¢ (z) = 2" /e_tzdt -2 / e dv=0
0 0
Ainsi 1) est constante sur RT.
Si on ne traitait pas le cas x = 0 pour la dérivée de g, on peut conclure en disant que ¥ est constante sur

10, +00[ et continue en 0 donc constante sur [0, +o00[ (car sa valeur en 0 est sa limite en 0 ie sa limite en 0
(ce qui est vrai quand on sait déja que la limite en 0 existe).

On a déja vu que pour z € R* 0 € [0, 21,0 < p(z,0) < e~ et on applique la croissante de I'intégrale (les
bornes vérifient bien 0 < 7). Les fonctions & intégrer ne dépendent pas de 0...
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(b) Théoréme d’encadrement !
11 nous faut déterminer la valeur de la fonction constante 1. Pour cela, on évalue 4(0) = f(0)?+g(0) = 0+ T
Ainsi () = T et donc f(x)? 2 7. Comme de plus f est positive sur RT (encore la croissance de

J

l'intégrale, avec les bornes qui vérifient 0 < ), on en déduit que f(x) +—> 5
(o ]

(¢) Simple changement de variable u = % dans l'intégrale I. Il s’agit juste de vérifier qu'il est bijectif et C!

(ce qui est évident).
On obtient J = /7



