Exercice de Probabilités

On rappelle qu’une variable aléatoire X suit une loi géométrique de paramétre p €10, 1]
si
Vn € N*, P(X =n)=p(1-p)" L.
1. Soit X une variable aléatoire de loi géométrique de parameétre p.
(a) Calculer pour tout n € N, P(X > n).

(b) Soit (Xi)ren+ une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi de
Bernoulli de paramétre p. On note 7" le rang du ler succés obtenu : 7' = inf{k >
1, Xy = 1}. Montrer que T' a méme loi que X.

2. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi géométrique de

parametre p.

(a) Calculer la fonction génératrice de X puis de X + Y.

(b) En déduire que pour tout n > 2, (X +Y =n) = p?(n — 1)(1 — p)" 2.
(c) Déterminer, pour n > 2, la loi de X sachant X +Y =n.

3. On considére toujours X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi
géométrique de paramétre p. On pose T' = max(X,Y) et Z = min(X,Y’). On pose
qg=1-p.

(a) Exprimer X +Y et |X — Y| en fonction de Z et T.
p
b) Montrer que P(X =Y ) = ——.
) aue B(X = Y) = £
(c) Montrer que Z suit une loi géométrique de paramétre 1 — ¢?. On pourra carac-
tériser la loi de Z par sa fonction de répartition.

(d) Déterminer la loi de T
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